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Capitulo 1

Introduccion

La presente memoria se enmarca en el ambito de la teoria espectral de haces matri-
ciales. Entendemos por haz matricial un polinomio de grado 1 en una variable escalar
cuyos coeficientes son matrices con entradas complejas o, equivalentemente, una matriz
cuyas entradas son polinomios de grado 1 en una variable escalar (A en esta memoria)
con coeficientes complejos. En general, utilizaremos la primera definicion, lo que permite
escribir el haz en la forma Ag+ AA;, donde Ay y A; son matrices de la misma dimension.
Diremos que el haz es reqular si la matriz es cuadrada y su determinante no es el poli-
nomio idénticamente nulo. En caso contrario, es decir, cuando la matriz no es cuadrada o
cuando es cuadrada con determinante idénticamente nulo, se dice que el haz es singular.
A partir de esta definicién, tiene sentido hablar del rango de un haz matricial como la
dimension del mayor menor del haz no idénticamente nulo. Este concepto se encuentra
habitualmente en la literatura bajo el nombre de rango normal. En particular, el rango
de un haz regular coincide con la dimension de dicho haz. Los objetos fundamentales de
la teoria espectral son los autovalores y autovectores. Un autovalor finito de un haz es
un valor complejo, Ag, tal que el rango de la matriz Ay + A\gA; es menor que el rango
del haz. Esta definicion es valida tanto para haces regulares como para singulares. En el
caso regular, es equivalente a la igualdad det(Ag + A\gA;) = 0. Esto implica que existe un
vector no nulo, zg, tal que (Ag + AgA1)xo = 0. A este vector se le denomina autovector
del haz asociado al autovalor \y. Por otra parte, en los haces matriciales, puede también
aparecer el autovalor infinito. Diremos que un haz Ay 4+ AA; tiene un autovalor infinito si
el haz dual A; + AAy tiene un autovalor nulo.

Las formas canénicas mas comunes para haces de matrices, y que son objeto de esta
memoria, son la extension de la forma candnica de Jordan para matrices cuadradas.
Dicha forma candnica es invariante por semejanza, mientras que las formas canodnicas de
haces matriciales son invariantes por equivalencia estricta, esto es, por multiplicacién (a
la izquierda o a la derecha) por matrices constantes invertibles. Las formas canénicas
de haces matriciales fueron introducidas por Weierstrass [92] para haces regulares y por
Kronecker [39], que extendié la definicién de Weierstrass a haces rectangulares. Dichas
formas contienen toda la informacién espectral de los haces matriciales. Esto significa, en
particular, que los autovalores de un haz matricial no cambian cuando éste se multiplica
por una matriz invertible. Ademas, y al igual que ocurre en el caso matricial con la relacién
de semejanza, hay una tnica forma candnica por cada clase de equivalencia con respecto
a la relacion de equivalencia estricta.

Los haces matriciales surgen de manera natural en diversos contextos, por ejemplo, a
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partir de los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1:
Ay (8) + Aga(t) = f(2). (1.1)

donde Ay y A; son matrices m x n con entradas complejas, z(t) es un vector de incognitas
con n entradas y f(t) es un vector cuyas m entradas son funciones de la variable t. El
sistema anterior tiene asociado el haz

H()\) - AO + )\Al,

y las soluciones del sistema (1.1) estdn intimamente relacionadas con la informacién es-
pectral del haz H()\). Aunque en el apartado §2.7 expondremos con detalle esta relacion,
consideremos, a titulo ilustrativo, una solucién del sistema homogéneo A2/ (t)+Agx(t) =0
de la forma:

z(t) = ey,

donde x4 es un vector constante. Dicha soluciéon ha de cumplir:
A1($0>\0€/\0t) + AQ@AotIO = 0,

o bien:

()\0141 + Ao)l’o =0.

Es decir, en el caso de que el haz sea regular, Ay es un autovalor de H(\) y zp es un
autovector de H(\) asociado a Ag.

Larelevancia de los haces matriciales en este contexto se extiende a los sistemas lineales
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

A O () + A D @) + . A () + Agz(t) = f(1), (1.2)

(donde 2*) denota la derivada k-ésima del vector z(t) respecto a la variable t y Ay, ..., A,
son matrices m x n), a través de las llamadas linealizaciones (véase la Seccién 2.7). La
solucién de tales sistemas (cuando el polinomio matricial asociado, Ag+AA;+. .. +AAy, es
reqular) también se puede obtener mediante la informacién espectral de una linealizacion
adecuada, como veremos en §2.7. Por otra parte, en las ciencias fisicas es de especial
importancia el sistema (1.2) con ¢ = 2, que comprende el caso de los sistemas vibratorios y
que ha sido tratado ampliamente en la literatura (citaremos, como muestra, las referencias
[25, 41, 43, 44, 54, 56, 77, 88, 89]). Otro contexto en el que las formas canénicas de
haces matriciales tienen especial relevancia es el de la Teoria de Control. Como ejemplo,
citaremos uno de los resultados mas elementales en este contexto, conocido como el criterio
de Hautus [65, p. 272], segtin el cual, un par (A, B) es controlable si y s6lo si el haz matricial
[A — A B] tiene rango completo para cualquier A € CU {oo}, lo que equivale a decir que
el haz anterior no tiene autovalores.

En este trabajo nos ocuparemos de la teoria de perturbaciones de ciertas propiedades
espectrales de haces matriciales. La teoria de perturbaciones de autovalores ha sido objeto
de estudio en el campo de la matematica aplicada desde que Lord Rayleigh estableciera
sus origenes en [57]. En uno de sus cédlculos pretendia determinar tanto las frecuencias
como los modos de vibracién de una cuerda oscilante con elasticidad constante y cuya
masa y densidad eran una pequena desviacion de un valor fijo para el que se conocian
dichas frecuencias y modos de oscilacion. Este problema particular ilustra perfectamente
una situacion tipica de la teoria de perturbaciones de autovalores: una matriz, u operador,



de partida se supone una pequena desviacién de una determinada matriz (u operador)
préximo para el que el problema espectral estd completamente resuelto (y, en la mayoria
de los casos, de modo maés sencillo). El operador dado, g, se sustituye por un operador
cercano A cuyos autovalores y autovectores son conocidos y, a partir de ahi, se emplea una
teoria de perturbaciones apropiada para analizar la influencia de la desviacion B = A— A
sobre los objetos espectrales. En uno de sus trabajos sobre mecanica cuantica, Schrodinger
[64] dio un paso importante en el desarrollo formal de esta teorfa: describié un observable
de un sistema mecanico cuantico como un operador autoadjunto U (el Hamiltoniano en
el caso de la energia) definido en un cierto espacio de Hilbert. Un autovalor aislado Ag
y su correspondiente autovector normalizado x, se interpretan como un estado zy con
nivel de energia )y si el observable es el Hamiltoniano. Si el sistema estd influido por
algin campo externo, o si ha de tenerse en cuenta alguna interaccién, al operador U
ha de anadirsele una perturbacién U;. El tratamiento de perturbaciones autoadjuntas de
operadores autoadjuntos es, por tanto, uno de los primeros problemas tratados y resueltos
en el marco de la teorfa de perturbaciones de problemas espectrales [4, §3.5]. La teoria
de perturbacién de autovalores y autovectores (o subespacios invariantes) de matrices y
operadores lineales ha gozado de un desarrollo sisteméatico en excelentes tratados como
los de Rellich [58], Kato, [38], Baumgértel [4] o Stewart y Sun [69]. Por otro lado, la teoria
de perturbacion espectral en haces matriciales tiene una historia mas reciente, aunque
también ha recibido bastante atencién a partir de los trabajos de Stewart [66, 67].

En todos los trabajos citados en el parrafo anterior se estudia la variacion de objetos
continuos, como son los autovalores o los subespacios invariantes de operadores linea-
les y de haces matriciales regulares. Por el contrario, existen otros objetos espectrales
que pueden sufrir, en determinados casos, cambios severos incluso bajo la influencia de
pequenas perturbaciones. El objetivo de esta memoria es precisamente el estudio de estos
objetos como, por ejemplo, bloques de Jordan de tamano mayor que 1 (que corresponden
necesariamente a autovalores mal condicionados) o autovalores en haces matriciales sin-
gulares. El primer tipo de objetos discontinuos que tratamos son los autovalores de haces
matriciales singulares. Estos objetos son no genéricos (lo que se traduce en que los haces
singulares no tienen, genéricamente, autovalores) y discontinuos. Con respecto a esto lti-
mo, la situacién es, a priori, mucho mas dramatica debido a que existen perturbaciones
arbitrariamente pequenas de un haz singular que pueden llevar sus autovalores a cualquier
punto del plano complejo. En cambio, una de las aportaciones més relevantes de esta tesis
consiste en demostrar que estas perturbaciones son muy particulares y que, por el con-
trario, perturbaciones infinitesimales provocan, en general, variaciones infinitesimales de
los autovalores. En otras palabras: los autovalores de haces singulares son continuos para
la mayoria de las perturbaciones. Esto nos permitirda desarrollar una teoria de primer
orden para autovalores que sera valida para perturbaciones genéricas.

El segundo tipo de objetos discontinuos que tratamos son las formas candnicas de haces
matriciales. Por una lado, la forma candnica de Weierstrass (FCW) para haces regulares
y, por otro, la forma candnica de Kronecker (FCK) para haces singulares. Nuestro interés,
como muestra el excelente trabajo de 1. de Hoyos [8], se centra precisamente en aquellos
puntos en los que dichas formas son discontinuas. La fragilidad de las estructuras en que
nos centraremos se pone de manifiesto en el hecho de que desaparecen completamente
tras perturbaciones genéricas. Por ejemplo, los bloques de Jordan de tamano mayor que
1 asociados a un autovalor A\g de un haz regular se destruyen por completo al anadir una
pequena perturbacion, para la mayor parte de estas perturbaciones, dando lugar a una
nube de autovalores simples en torno a A\g. También, la parte singular de un haz matri-
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cial singular cuadrado desaparece, en general, al introducir una pequena perturbacion,
puesto que los haces cuadrados son genéricamente regulares. Dicho de otra manera, en
esta memoria estudiamos el comportamiento de estructuras no genéricas. Aunque estas
estructuras son poco habituales en la practica, precisamente por no ser genéricas, han
atraido la atencién de la comunidad cientifica del dlgebra lineal numérica debido a que su
presencia implica serios problemas desde el punto de vista computacional.

En cualquier caso, el intenso desarrollo que ha experimentado la teoria de pertur-
baciones de objetos espectrales continuos contrasta con la escasez de resultados para los
objetos espectrales discontinuos (las formas canénicas de Weierstrass o Kronecker o los au-
tovalores de haces singulares). Nuestro trabajo es un humilde aporte que pretende ayudar
a la superacion de estas carencias.

Desde otra perspectiva, podemos también decir que existen dos ambitos distintos en
la teoria espectral de perturbaciones atendiendo al tipo de perturbaciones que se conside-
ren. El primero de ellos se centra en perturbaciones no estructuradas, cuyo estudio cobra
sentido cuando las perturbaciones son de norma pequena, es decir: pequenas desviaciones
de la matriz (o funcién matricial) de partida, y es, sin duda, el que més interés ha des-
pertado desde el punto de vista cientifico no solamente en el contexto aplicado que hemos
mencionado al principio de esta Introduccion, sino también porque este tipo de pertur-
baciones son las que aparecen debidas a errores de redondeo. El segundo campo se ocupa
de perturbaciones estructuradas es decir, con una cualidad concreta, como la de ser de
rango bajo o una estructura determinada, como puede ser la simetria, la antisimetria, etc.
También en este campo se incluyen las perturbaciones que afectan sélo a una parte de las
funciones matriciales que se estén tratando (matrices, haces, polinomios...), como puedan
ser algunas entradas concretas, o ciertas filas o columnas. Naturalmente, existen cone-
xiones e intersecciones entre estos dos campos o entre problemas distintos de un mismo
campo. Por ejemplo, una perturbacién que sélo modifique la entrada (i, j)-ésima de una
matriz es una perturbaciéon de rango 1 de la forma aeie]T (donde e, es el k-ésimo vector
canénico y a es un escalar). En este segundo tipo las perturbaciones pueden tener norma
pequena o arbitraria dependiendo del objeto inicial o del problema que se quiera estudiar.

Cada uno de los dos grandes problemas que abordamos en esta memoria pertenece a
uno de los dos ambitos distintos que acabamos de mencionar. El problema de describir
el cambio en la estructura candnica que contiene la informacién espectral de los haces
matriciales (la forma candnica de Weierstrass en el caso regular y la forma canénica de
Kronecker en el singular) tras perturbaciones de rango bajo pertenece al segundo de ellos
porque las perturbaciones que consideramos en este caso son de norma arbitraria. Por el
contrario, las perturbaciones que consideramos para describir el cambio que experimentan
los autovalores de haces matriciales singulares cuadrados son de norma pequena.

A la hora de obtener el cambio genérico de la forma canoénica de Kronecker de un haz
cuando es sometido a perturbaciones de rango bajo, surge de modo natural la cuestion de
conocer la forma candnica genérica, si existe, de los haces singulares de un rango prefijado,
p. La descripcion de dicho conjunto nos ayudara a entender las condiciones de genericidad
sobre las que se sustentan algunos de los resultados fundamentales acerca de este tipo
de perturbaciones. El conjunto de haces matriciales de rango menor o igual que un valor
determinado es una variedad que se descompone en una serie de subvariedades (llamadas
orbitas) formadas por haces que tienen la misma forma candnica y entre las que existe
una jerarquia determinada por relaciones de inclusién entre sus cierres topolédgicos.

A lo largo del presente trabajo se utilizara con frecuencia el término genérico. Aunque
esta palabra aparece en numerosos trabajos matematicos, no es un término univocamente



1.1. Teoria de perturbacion de primer orden en haces singulares cuadrados 5)

definido, y su significado preciso no es siempre el mismo en la literatura. En esta memoria,
utilizamos genérico en el siguiente sentido: diremos que una propiedad es genérica en un
conjunto C si la propiedad se cumple en un subconjunto abierto denso de C. En nuestro
contexto, C serd el conjunto de perturbaciones admisibles e identificamos el conjunto de
haces matriciales complejos de tamaifio m x n con el espacio C*™*, dotado de la topologia
usual. Por lo tanto, todo subconjunto C de haces matriciales puede interpretarse como un
subconjunto de C*™*, y un conjunto G C C serd denso en C si y sélo si cada elemento de
C es el limite de una sucesion de elementos de G, mientras que G serd abierto en C si G es
la interseccién de C con un subconjunto abierto de C*™". En otras palabras, consideramos
en C la topologia del subespacio inducida por la topologia usual de C*™", En determinados
momentos de esta memoria se justificara que una propiedad es genérica aduciendo que el
conjunto en que no se satisface es una subvariedad algebraica propia. Ha de notarse que
esta condicién implica la genericidad tal y como la hemos definido previamente.

1.1. Teoria de perturbacion de primer orden en haces
singulares cuadrados

Como ya hemos mencionado antes, dado un haz matricial singular, H(\) = Ag+ A1,
es bien sabido que hay perturbaciones arbitrariamente pequenas de H(A) que pueden
llevar sus autovalores a cualquier lugar del plano complejo, es decir, los autovalores son
funciones discontinuas de las entradas de Ay y A;. Por lo tanto, no es posible desarrollar
una teorfa de perturbacién de autovalores para perturbaciones arbitrarias de H(\). En
cambio, veremos que se pueden restringir las perturbaciones a un conjunto particular en
el que los autovalores cambien de manera continua. Demostraremos que este conjunto de
perturbaciones es genérico si H(\) es cuadrado, es decir, que contiene a casi todos los
haces matriciales, y presentaremos condiciones suficientes para que un haz pertenezca a
este conjunto.

Las perturbaciones que consideramos pueden ser descritas mediante un parametro
pequeno, €, de manera que nuestro interés se centra en estudiar los autovalores del haz
perturbado

P\ €)= HQ\) + eM(N) = Ay + \A; + e(By + AB)) (1.3)

en relacién con los del haz de partida, H(\). Para las perturbaciones, M (\), que se en-
cuentren en el conjunto genérico antes aludido, obtendremos el término de primer orden
de los desarrollos en € en torno a un autovalor, Ao, de H(\) en funcién del haz de per-
turbacion M(\) y de determinadas bases de los espacios nulos derecho e izquierdo de
H(Xp), tanto para autovalores simples como para autovalores multiples. El caso simple
serd tratado en una seccién adicional por su especial relevancia (los haces matriciales
cuadrados tienen, genéricamente, todos sus autovalores simples) y, también, porque las
férmulas que se derivan para este caso son independientes de las bases de los nicleos que
se consideren. Hemos de hacer notar que el autovalor infinito estara también incluido en
nuestro estudio mediante el procedimiento habitual de considerar el autovalor cero del
haz dual.

También obtendremos desarrollos asintoticos para los autovectores. El concepto de
autovector en un haz singular no aparece en la literatura por las razones que expondremos
en §2.6, pero si estéd perfectamente definido el nicleo, ker H(\g) , asociado con un autovalor
Ao. Cuando un haz singular se perturba como en (1.3) se obtiene, genéricamente, un
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haz regular, para el que estan bien definidos los autovectores. Cada uno de los desarro-
llos de autovalores de (1.3), digamos A(e), en torno a Ay tiene asociado un autovector
en ker P(\(€),€). Cuando € tiende a cero, dicho autovector se aproxima a un vector de
ker H(\p). Lo que haremos en la Seccién 4.6 es determinar dicho vector.

La teoria espectral de perturbaciones de haces matriciales singulares contrasta con la
de haces regulares, en que los autovalores son siempre funciones continuas de las entradas.
Esto tultimo se deriva del hecho de que los autovalores son las raices de un polinomio (el
determinante del haz) y que las raices de un polinomio dependen continuamente de sus
coeficientes y éstos, a su vez, de las entradas del haz. Este argumento no es valido en el
caso singular porque los autovalores no son las raices del determinante del haz, que ahora
es idénticamente nulo. No obstante, es posible reducir el caso singular a un problema
regular, como veremos, utilizando las nociones de geometria algebraica que subyacen a la
teorfa de perturbaciones. Podemos ver la ecuacién polindémica f(A,€) = det P(\,e) = 0
como una curva algebraica. Si f(A,0) no es idénticamente nulo, en torno a cada una de las
raices, Ao, de f(A,0) hay un determinado nimero de ramas (llamadas de Puiseuz), es decir,
desarrollos, A(€), en serie de potencias de €, de manera que A\(0) = Ny y f(A(€),e) =0
(32, §12.1]. Para el caso en que f(A,0) = 0 esto sigue siendo cierto una vez reqularizado
el problema, es decir: cuando f(A,0) es idénticamente nulo, existe un nimero natural k
de modo que el polinomio f(\, €) puede expresarse de la forma

f(>" 6) = Ekf()" 6) )

donde, para perturbaciones genéricas, f(\,0) no es idénticamente nulo. El problema,
por tanto, se regulariza considerando, para ¢ # 0, la ecuacion f()\, €) = 0 en lugar de
f(A, ) = 0. Concretamente, el conjunto de las raices del polinomio f()\, 0) incluye a los
autovalores de H()\) y las ramas de la curva anterior en torno a ellos son las ramas de
f(A,€) = 0 en torno a estos autovalores. El conjunto de perturbaciones para las que los
autovalores cambian de forma continua serd el formado por aquellas perturbaciones que
hacen que el polinomio f(\,0) sea no idénticamente nulo para un valor determinado del
exponente k.

La teoria espectral de perturbaciones de haces singulares que acabamos de describir

es el objeto del Capitulo 4, y se encuentra en [19].

1.2. Perturbaciones de rango bajo de formas candnicas

Como hemos mencionado, las formas canodnicas espectrales, cuya relevancia abarca
tanto el ambito tedrico como el practico, son estructuras matematicas muy fragiles bajo
perturbaciones. En cambio, hay perturbaciones que nos permiten garantizar que una parte
de la forma canodnica espectral del haz original permanece en la forma candnica espectral
del haz perturbado. A este tipo de perturbaciones pertenecen las perturbaciones de rango
bajo, esto es: perturbaciones con un rango fijado, que es pequeno en un sentido que viene
especificado por alguna propiedad de la matriz o el haz no perturbados.

Las perturbaciones de rango bajo de propiedades espectrales han aparecido en diversos
problemas aplicados. Por ejemplo, en el area de modificaciones estructurales de sistemas
dinamicos, es de particular relevancia estudiar como debe modificarse un sistema a fin
de fijar determinados autovalores del nuevo sistema. Este problema es conocido, genéri-
camente, como de “asignacién de ceros y polos” (citamos, a modo de ejemplo, las refe-
rencias [56] y [54], aunque la bibliograffa es mas amplia y puede consultarse en las obras
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citadas). Por otro lado, en [88] y [89] se consideran perturbaciones de rango 1 de la matriz
de amortiguamiento en sistemas vibratorios, una situacion “fisicamente no desdenable
que ocurre cuando un sistema vibratorio eldstico se controla pasivamente con unos pocos
amortiguadores’ [88, §1]. En el contexto de modificaciones estructurales las perturbaciones
de rango bajo representan modificaciones que afectan a pocos grados de libertad o a una
parte aislada del sistema. Este tipo de modificaciones, aunque de tamano arbitrario, son,
en ocasiones, preferibles a pequenas modificaciones que afectan a todo el sistema. Tam-
bién en [25], se consideran perturbaciones de rango bajo de la matriz de amortiguamiento
de un sistema vibratorio con el fin de obtener sistemas defectivos.

Las perturbaciones de rango bajo de formas candnicas espectrales han sido objeto de
atencién desde los anios 80. Se pueden considerar, al menos, dos tipos de contribuciones
en esta area. Dados un haz de tamano m x n, H(\), y perturbaciones M (\) de un rango
determinado, la primera clase de trabajos trata de clasificar todas las formas candnicas
espectrales de (H + M)(\) que son compatibles con la forma candnica de H(\) y con el
rango de las perturbaciones M (\). Hasta donde llega nuestro conocimiento, esto se ha
hecho tinicamente para perturbaciones de rango 1. Citamos las referencias [6] y [76] en
este contexto. Una segunda clase de trabajos caracterizan las propiedades genéricas de la
forma candnica espectral de (H + M)()), es decir: las propiedades que se dan para todas
las perturbaciones en un subconjunto abierto denso del conjunto de haces matriciales de
un rango determinado. El cambio genérico en la forma de Jordan de matrices cuadradas
se ha descrito en [34] y, posterioremente, en [52] y [60, 61]. El estudio de las condiciones
necesarias y suficientes para que se dé el comportamiento genérico se ha desarrollado

n [52]. Quedaba, asi, abierto el problema de extender los resultados al caso de haces
matriciales. Este problema ha sido resuelto en [18] para haces matriciales regulares y en
[16] para haces matriciales singulares. En los capitulos 5 y 6 de esta memoria presentamos
los resultados de estos dos trabajos, precedidos de una sucinta descripcién de lo que ocurre
en el caso matricial, que consideramos muy ilustrativa.

La distincién entre los casos regular y singular es tradicional en la literatura relaciona-
da con la teorfa espectral de haces (y, en general, polinomios) matriciales, y en nuestro
trabajo es inevitable debido a la presencia de los bloques singulares (la que denominare-
mos estructura singular) en el segundo caso. La descripcién del cambio genérico de tales
bloques concentra la mayor parte del esfuerzo dedicado en el Capitulo 6. A continuacion,
resumimos los resultados fundamentales que hemos obtenido en cada uno de estos dos
Casos.

El caso de haces regulares

Si A es una matriz n X n, A\g es un autovalor de A con g bloques de Jordan asociados
en su forma candnica de Jordan y B es una matriz que satisface rg(B) < ¢, la matriz
perturbada A+ B sigue teniendo a Ay como autovalor, en virtud de la conocida desigualdad

rg(A+ B — MI) <rtg(A— \I)+rg(B),

donde rg B denota el rango de B e I es la matriz identidad de tamano n xn. Para matrices
genéricas, B, que satisfacen la cota anterior sobre el rango, se sabe que los bloques de
Jordan de A + B asociados al autovalor A\g son, exactamente, los g — rg (B) bloques de
Jordan de A de menor tamano asociados a \q [34, 52, 60, 61, 62].

Sea ahora Ay + AA; un haz matricial regular y A\g uno de sus autovalores finitos
con g bloques de Jordan asociados en la forma candénica de Weierstrass. El resultado



8 Capitulo 1. Introduccion

que demostraremos en el Capitulo 5 afirma que, para un par de matrices genéricas By
y By con rg(By + AoB1) < g, hay g —rg(By + M\ Bi1) bloques de Jordan asociados al
autovalor Ag en la forma de Weierstrass del haz perturbado Ay + By + A(A; + By). Si
rg (By + AoB1) + rg(B1) no excede el nimero de bloques de Jordan asociados a Ay en
Ag + AA; con dimensién mayor que 1, entonces los bloques de Jordan asociados a Ay en
el haz perturbado son los g — rg(By + \B1) — rg(B;) bloques de menor tamano
asociados a )y en Ay + AA;, junto con rg(B;) bloques de dimensién 1. En caso
contrario, todos los g — rg(By + A\oB;1) bloques de Jordan asociados a )y en el
haz perturbado son de dimensiéon 1. Esto ocurre para cualquier par de matrices
By v Bj, excepto para aquellas que se encuentran en una subvariedad algebraica propia,
definida por una ecuacion determinantal escalar. Esta ecuacion involucra las entradas de
las matrices By y By, y algunos de los autovectores de Ag+AA; asociados a A\g. Si Ag+AA;
tiene un autovalor infinito, el resultado correspondiente se sigue de considerar el autovalor
cero en los haces duales Ay + NAg y Ay + By + AM(Ap + Bo).

El caso de haces singulares

Ahora H(X) = Ap + AA; es un haz singular de tamano m x n sin rango completo
cuya forma candnica de Kronecker es conocida. El rango de un haz singular H es, co-
mo ya se hamencionado, el orden del mayor menor de H no idénticamente nulo (como
funcién de la variable A), y lo denotaremos por rg (H). Sea p un nimero entero positivo
tal que p < min{m,n} — rg(H). En el Capitulo 6 estudiamos el cambio de la forma
canénica de Kronecker de H()\) frente a perturbaciones aditivas, M(\), que satisfacen
rg (M) = p. Como en el caso regular, nos centramos en el comportamiento genérico de la
forma candnica de Kronecker de (H + M )(\), es decir, el comportamiento que se da para
perturbaciones M (\) en un subconjunto abierto denso del conjunto de haces con rango
p. Las propiedades més destacables de la forma canénica de Kronecker genérica del haz
perturbado (H + M)(A) son las siguientes:

(i) si Ap es un autovalor de H(M\), finito o infinito, entonces Ay es un autovalor de
(H + M)(N);

(i) si Ap es un autovalor de H(\) entonces el nimero de bloques de Jordan asociados
a Ao en la forma candnica de Kronecker de (H + M)()\) es mayor o igual que el
nimero de bloques de Jordan asociados a Ay en la forma canénica de Kronecker de

H(N);

(iii) si A\p es un autovalor de H(\) entonces las dimensiones de los bloques de Jordan
asociados a Ag en la forma canénica de Kronecker de (H + M)(\) son mayores o
iguales que las dimensiones de los bloques de Jordan asociados a Ay en la forma
canénica de Kronecker de H(\);

(iv) el nimero de indices minimales derechos (resp. izquierdos) de (H + M)(A) es menor
en p unidades que el nimero de indices minimales derechos (resp. izquierdos) de

H());

(v) los indices minimales derechos (resp. izquierdos) de (H + M)(A) son mayores o
iguales que los mayores indices minimales derechos (resp. izquierdos) de H ().
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Mads aun, si la suma de los indices minimales derechos (resp. izquierdos) de las per-
turbaciones M (A) es conocida, aparte de su rango, entonces todos los indices minimales
derechos (resp. izquierdos) de (H + M)()\) se pueden determinar genéricamente, y en el
caso en que p < min{m,n} —rg(H) y ambas sumas son conocidas, se puede determi-
nar, genéricamente, la forma canénica de Kronecker completa del haz perturbado
(H+ M)()N).

Las condiciones de genericidad, en este caso, consisten en que determinadas matrices,
construidas a partir de las entradas de una cierta descomposicién del haz M () en suma
de haces de rango 1 y unas determinadas bases de los nicleos izquierdo y derecho de
H()) (considerado como una matriz con entradas en el cuerpo de funciones racionales en
la variable \), sean de rango completo. Si se dan estas condiciones, la parte regular del
haz perturbado (H + M)()) contiene exactamente los bloques de Jordan de H(\)
y los de M () (es decir, es la suma directa de las partes regulares de H y de M). En
cambio, la descripcién de la parte singular genérica de H + M no es tan sencilla, como se
vera en la Seccion 6.5.3.

Por 1ltimo, dedicamos una seccién a describir el cambio de la estructura de Kronecker
en lo que denominamos el caso limite, es decir, el caso en que p = min{m, n}. En este caso,
la perturbacién hace que desaparezcan todos los indices minimales izquierdos (si m < n)
o derechos (si n < m), en virtud del apartado iv) anterior. Esta estructura singular que
desaparece contribuye a la creacién de una nueva estructura regular adicional que consiste,
genéricamente, en autovalores simples. Dichos autovalores son las raices de un polinomio
cuyos coeficientes son descritos en la Seccién 6.7.

El hecho de que, como hemos mencionado anteriormente, el rango de la perturbacién
no sea suficiente para determinar genéricamente los indices minimales del haz perturbado,
y que sea preciso conocer, ademas, las sumas de los indices minimales de la perturbacion,
estd relacionado con los resultados que presentamos en el Capitulo 7.

1.3. Orbitas de haces matriciales

Como hemos mencionado en la seccién anterior, la suma de los indices minimales de
una perturbacién de rango bajo de un haz singular es esencial a la hora de determinar
los indices minimales genéricos del haz perturbado. La descripcién de una cierta estruc-
tura topolodgica en el conjunto de haces matriciales de rango menor o igual que r nos
permitira descubrir que este hecho no es tan sorprendente como parece a primera vista.

Aunque en los ultimos afnos se han producido avances muy significativos en el desarrollo
de algoritmos para el calculo de la forma candnica de Kronecker (véase [22] y las referencias
alli incluidas), el célculo de dicha forma canénica es una tarea delicada y muy costosa
en términos computacionales. Por lo tanto, aquellos resultados tedricos que vayan en la
linea de describir la forma candnica de Kronecker genérica de algunos subconjuntos de
haces matriciales son interesantes desde el punto de vista aplicado. Como se afirma en
[21, p. 656]: “si pudiéramos entender mejor la geometria del espacio de matrices, nuestro
conocimiento de los algoritmos numéricos y sus fallos también mejoraria.” Por tanto, el
problema geométrico en el espacio de haces de matrices que tratamos en la ultima parte
de esta memoria no sélo tiene sentido por si mismo, sino que ademas esté relacionado con
la forma canoénica de Kronecker y, como se ha mencionado en el parrafo anterior, con las
perturbaciones de rango bajo.

La forma de Kronecker genérica de los haces matriciales complejos de tamano m X n,
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con m # n, se ha descrito explicitamente en [11, Cor. 7.1] (véase también [22, §3.3]). Para
los haces matriciales singulares de tamafio n x n existen n formas canénicas de Kronecker
genéricas, cada una de las cuales corresponde a una orbita de codimensién n 4 1 formada
por haces matriciales estrictamente equivalentes. Estas estructuras de Kronecker se han
descrito explicitamente en [91, Th. 1] (véanse también [11, Cor. 7.2] y [22, §3.3]). En
términos matematicos rigurosos, se puede decir, en el lenguaje de la geometria algebraica
[91], que el conjunto de los haces matriciales singulares de tamano n x n tiene exactamente
n componentes irreducibles de codimensién n + 1, o, en el lenguaje introducido en [22],
que el conjunto de haces matriciales singulares de tamano n x n es la unién de los cierres
de n oOrbitas maximales de haces matriciales estrictamente equivalentes. Otro resultado
relevante en este contexto es que el conjunto de matrices de tamano m X n con rango r es
una variedad en C™" de codimension (m — r)(n — r) [11, Lemma 3.3]. En cambio, hasta
la aparicién de los resultados que contiene esta memoria, no existian resultados similares
para el conjunto de haces matriciales con rango r. El desarrollo de este tipo de resultados
es el objeto del Capitulo 7.

Demostramos, en dicho capitulo, que hay exactamente r 4+ 1 formas de Kronecker
genéricas del conjunto de haces de tamano m X n con rango r. Mas concretamente, para
r = 1,...,min{m,n} — 1, mostramos que el conjunto de haces matriciales con rango
menor o igual que r es la unién de los cierres de las dérbitas correspondientes a estas
formas de Kronecker, y que estos cierres son maximales en el sentido de que no estan
contenidos en el cierre de ninguna otra érbita de haces con rango a lo sumo r. Ademas,
calculamos las dimensiones de estas orbitas. Las formas de Kronecker genéricas de los
haces con rango r no tienen parte regular, al igual que ocurre con las formas de Kronecker
genéricas de los haces de tamano m x n con rango completo y con los haces singulares
nxn [11, Corolarios 7.1 y 7.2], y tienen tanto bloques singulares derechos como izquierdos.
Cada una de las formas de Kronecker genéricas con rango r depende de la suma de los
indices minimales derechos, que pueden tomar los valores 0,1,...,r, o, equivalentemente,
de la suma de los indices minimales izquierdos. Es importante destacar que las érbitas
correspondientes a estas r + 1 formas de Kronecker genéricas tienen dimensiones distintas
en el caso m # n. Para demostrar estos resultados, utilizamos técnicas introducidas
en [11, 22] (véase también [8]). Finalmente, presentamos un resultado adicional sobre
la irreducibilidad de los cierres de las érbitas de las formas de Kronecker genéricas en
la topologia de Zariski [91, §1]. Nuestros resultados incluyen, como caso particular, las
formas de Kronecker genéricas de los haces singulares n x n.

El hecho de que las formas de Kronecker genéricas de los haces matriciales de rango
r dependan no solamente del rango, sino también de la suma de los indices minimales
derechos (o equivalentemente, izquierdos) explica por qué la forma de Kronecker tras una
perturbacion genérica de rango bajo depende de la suma de los indices minimales derechos
e izquierdos de la perturbacién, como ya hemos mencionado en §1.2, y, en particular,
por qué no se puede determinar dicha forma de Kronecker completa cuando la tnica
informacion disponible de la perturbacion es su rango.

1.4. Organizacién de la memoria
La presente memoria esta organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 2 introducimos las formas candnicas objeto de nuestro estudio, junto
con otras definiciones bésicas que necesitaremos posteriormente. También dedicamos una
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seccion, la §2.7, a exponer brevemente algunas de las aplicaciones mas relevantes de estas
formas candnicas.

El Capitulo 3 esta dedicado a la descripcion del Poligono de Newton, una herramienta
utilizada en teoria de funciones algebraicas para obtener los desarrollos asintéticos de
ramas locales y que aqui emplearemos para determinar los términos de primer orden de
los desarrollos de autovalores.

Los tres primeros capitulos contienen principalmente resultados conocidos, mientras
que en los capitulos siguientes presentamos resultados originales.

El objetivo méas importante del Capitulo 4 es obtener el coeficiente y el exponente
director de los desarrollos asintéticos de autovalores de una perturbacion uniparamétrica
de un haz matricial cuadrado y singular. El caso regular, que ha sido ampliamente tratado
en la literatura, puede considerarse como un caso particular del anterior.

El Capitulo 5 estd dedicado a describir el cambio genérico de la forma canénica de
Weierstrass de haces matriciales regulares sometidos a perturbaciones de rango bajo,
mientras que en el Capitulo 6 hacemos lo mismo para la forma canénica de Kronecker de
haces singulares.

En el Capitulo 7 describimos las relaciones de dominancia entre los cierres de las
orbitas de los haces singulares de rango menor o igual que 7, lo que nos permite dar
una descripcion del conjunto de dichos haces como una variedad cerrada compuesta por
la unién de r + 1 componentes irreducibles. También describimos explicitamente estas
componentes.

Finalmente, a modo de conclusién, ofrecemos, en el Capitulo 8, un resumen de los
resultados mas relevantes de esta memoria, junto con una relacién de los trabajos a los que
ha dado lugar. También incluimos una serie de problemas abiertos que pueden abordarse
como continuacion natural de los aqui tratados.

1.5. Simbolos y notacion

Aunque la mayoria de los simbolos y notaciones que empleamos en esta memoria son
convencionales en la literatura existente, hemos creido conveniente introducir una lista de
las notaciones mas empleadas en el trabajo con el fin de agilizar su lectura.

Con caréacter general, utilizaremos el simbolo B para indicar la conclusion de una
demostracion, mientras que [] aparecera al final de cada ejemplo. Por otra parte, la
abreviatura "ker”, habitual en la literatura para designar nticleos de aplicaciones, se uti-
lizard exclusivamente para nicleos de matrices constantes (correspondientes a aplicaciones
lineales en un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros complejos) mientras que
el simbolo NV denotar4 el nicleo de matrices racionales, que corresponden a aplicaciones
lineales sobre el cuerpo de funciones racionales con coeficientes complejos.
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Simbolo \ Significado
C Cuerpo de los niimeros complejos
Cmxn Espacio vectorial de las matrices m X n con coeficientes complejos
CI[A Anillo de los polinomios en la variable A con coeficientes complejos
C(\) Cuerpo de las funciones racionales en la variable A con coeficientes complejos
C"(\) Espacio vectorial de las n-uplas con entradas en C(\)
dim(V) Dimension del espacio vectorial V'
rg (H) Rango de la matriz (o el haz) H
HT Traspuesta de la matriz (o el haz) H
QY Traspuesta conjugada de la matriz @)
I, Matriz identidad de tamano n
det(H) Determinante de la matriz (o el haz) H
deg(p) Grado del polinomio p(\)
diag (Aq, ..., Ayn) Matriz diagonal por bloques, que son Ay, ..., A,
V+W Suma de los espacios vectoriales V' y W
ker A Ntcleo de la matriz A (sobre C)
N(H) Niicleo del haz H (sobre C()))
AX Espacio imagen del subespacio X por la matriz A
C(S) Espacio vectorial sobre C generado por el conjunto S
col(A) Espacio generado por las columnas de la matriz A
Pt Polinomio dual del polinomio P




Capitulo 2

Herramientas basicas

En este capitulo introducimos los conceptos y herramientas bésicos sobre formas
canodnicas de haces matriciales que utilizaremos en los capitulos posteriores.

En primer lugar, un polinomio matricial es una matriz con entradas en el anillo de
polinomios en la variable A\. Denotaremos a este anillo por C[A\]. Un haz matricial es un
polinomio matricial de grado 1, es decir: aquel cuyas entradas son polinomios de grado
menor o igual que 1.

Antes de introducir las definiciones de equivalencia que manejaremos a lo largo de toda
la memoria definamos los polinomios matriciales unimodulares: un polinomio matricial
n X n es unimodular si su determinante es una constante no nula (en otras palabras: si
la inversa del polinomio es también un polinomio matricial).

Dos haces matriciales Hy(\) y Hs(A) de tamano m x n son equivalentes si son
equivalentes por matrices unimodulares, es decir, si existen dos polinomios matriciales
E(X\) y F(A\) unimodulares de tamanos m X m y n X n, respectivamente, de manera que

EQH(NF(A) = ().

Por otro lado, diremos que los haces Hy(A\) y H2()) son estrictamente equivalentes
si existen dos matrices E € C™*™ y ' € C™*" invertibles de modo que

EH{(\F = Hy(\).

Por ultimo, diremos que los haces Hi(\) y Ha(A) son localmente equivalentes en
Ao € C si existen dos funciones analiticas matriciales E()\) y F(A) de tamanos respectivos
m X my n x n, invertibles en )y, de modo que

EQNH(NF(X) = Ha(A).

Noétese que, por continuidad, las matrices F(A) y F(\) anteriores seran invertibles en
todo un entorno de Aq.

En la Seccién 2.1 definiremos los conceptos basicos como autovalor, autovector (fini-
to e infinito) o bloque de Jordan. En la Seccién 2.2 describiremos la forma candnica de
Weierstrass de haces regulares que es invariante por equivalencia estricta. En la Seccién
2.3 realizamos un tratamiento andlogo con los haces singulares y describimos la forma
canonica de Kronecker, que también se obtiene del haz original por equivalencia estricta.
Finalmente, en la Seccién 2.4 presentamos la tultima de las formas candnicas que uti-
lizaremos en este trabajo: la forma canonica de Smith, en sus versiones global y local. La

13
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primera se alcanza por equivalencia de matrices unimodulares, mientras que la segunda
se obtiene por equivalencia de matrices localmente invertibles.

El tratamiento que suele darse a la teoria de haces (o, en general, polinomios) matri-
ciales en el campo del algebra lineal parte de la interpretacion de éstos como polinomios
cuyos coeficientes son matrices. La definicién de haz (polinomio) matricial que nosotros
hemos utilizado los considera, en cambio, como matrices cuyas entradas son polinomios,
es decir: como matrices con entradas en el cuerpo de las fracciones algebraicas (o funciones
racionales). En la Seccién 2.5 explotaremos este punto de vista, que nos permitira obser-
var algunos conceptos fundamentales relacionados con los polinomios matriciales a la luz
de la teoria de espacios vectoriales sobre el cuerpo de las fracciones algebraicas.

En la Seccién 2.6 recordaremos el concepto de subespacio reductor que fue introducido
por Van Dooren [81] como el equivalente para haces singulares del concepto de subespacio
deflactor, que habia definido Stewart [66] anos atras para haces regulares. Estos conceptos
son de capital importancia en el desarrollo de algoritmos estables para obtener la forma
de Schur generalizada de haces regulares y singulares y, a partir de ella, la informacion
relevante de las formas candnicas de Weierstrass y de Kronecker [14, 15]. Nosotros em-
plearemos el primero de ellos en el Capitulo 4 para dar una descripcién adecuada de los
coeficientes directores de los desarrollos asintoticos de autovalores de haces matriciales
singulares cuadrados.

2.1. Definiciones basicas

Diremos que el haz matricial
H(\) = A+ M\, (2.1)

es regular si las matrices de coeficientes Ay, A; son cuadradas (pongamos de tamano
n X n)y, ademés, det H(\) es un polinomio no idénticamente nulo en A.

Cuando las matrices coeficientes, Ay, A;, del haz matricial (2.1) son rectangulares
de tamano m x n (con m # n), o bien cuando son cuadradas n x n pero det H(\) es
idénticamente nulo, el haz (2.1) es singular.

Definicién 2.1.1 El rango de un haz es el orden del mayor menor no idénticamente
nulo (como funcion de X).

Notese que, de acuerdo a la definicién anterior, el rango de un haz regular n x n es
exactamente n. En este apartado nos centraremos en el caso regular. En este caso, tiene
sentido la siguiente definicion.

Definicién 2.1.2 Un autovalor finito del haz regular (2.1) es un valor \g € C que
verifica

La multiplicidad geométrica del autovalor Ay es el valor
g = dim (ker H()\)),
mientras que la multiplicidad algebraica de \y es el valor a tal que:

det H(A) = (A= Xo)q(N) ,  q(Xo) #0.
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Diremos que un autovalor de H(\) es simple cuando su multiplicidad algebraica es igual
al.

Diremos que un autovalor de H(\) es semisimple cuando su multiplicidad geométrica
es iqual a su multiplicidad algebraica.

Una cadena de Jordan derecha de longitud k + 1 del haz Ay + AA; asociada
al autovalor )\ del haz (2.1) es un conjunto ordenado de k + 1 vectores

Loy Tk
que satisfacen las k + 1 igualdades:
(AO -+ )\0A1)$0 = O, AliL'O —+ (AO -+ )\A1)$1 = 0, ey Al.fll'k,1 -+ (AO + )\Al)l‘k =0.

Analogamente, una cadena de Jordan izquierda de longitud k 4+ 1 asociada al
autovalor )\ del haz (2.1) es un conjunto ordenado de k + 1 vectores

Yo, Y1y -+ -, Yk

de modo que
Yo (Ao +NoA) =0, ydAr+ oy (Ao +AA) =0,..., i 1 Ar+yi (Ao +AA) = 0.

En particular, un autovector derecho (resp. izquierdo) asociado al autovalor Ay es un
vector xg (resp. yo) que constituye una cadena derecha (resp. izquierda) de longitud 1, es
decir:

(Ag + XoA1)mo =0, (resp. ya (Ao + AoA;) = 0)

Todas las cadenas de Jordan comienzan por un autovector. Llamaremos longitud
de un autovector a la longitud de la cadena de Jordan mas larga que comienza en ese
autovector.

Un bloque de Jordan de tamano d asociado al autovalor A\g es una matriz de dimen-
sion d x d de la forma:

Mo 1
Jd()\O) —

1
Ao

Una matriz de Jordan asociada a )y, que denotaremos .J),, es una suma directa
de bloques de Jordan asociados a Ag:

k
Tao = @B Ja, (M) -
=1

El haz dual del haz (2.20) es el haz matricial
HY(\) = AH(1/)\) = A; + M\,.

Este haz tiene relevancia en la siguiente definicion.
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Definicién 2.1.3 El haz reqular (2.1) tiene un autovalor infinito si su haz dual, H*()\),
tiene un autovalor 0. La multiplicidad geométrica del autovalor infinito es el valor

g = dim (ker Hy4(0)),
mientras que su multiplicidad algebraica es el valor a tal que:
det Hy(A) = X%q(N), q(0)#0

(es decir: son, respectivamente, las multiplicidades geométrica y algebraica del autovalor
0 en el haz dual).

El autovalor infinito aparece cuando la matriz A; en (2.1) es singular. Més atn, la
multiplicidad algebraica del autovalor infinito es, por definicién, la dimensién del nicleo
de A;.

Siguiendo la definicién anterior, una cadena de Jordan derecha de longitud k + 1
asociada al autovalor infinito es una cadena de Jordan derecha de longitud £ + 1
asociada al autovalor 0 en el haz dual. Andlogamente se definen las cadenas de Jordan
izquierdas asociadas al autovalor infinito.

2.2. La forma de Welierstrass

La primera de las formas candnicas que trataremos en esta memoria contiene la in-
formacién espectral de un haz matricial regular, H()), y es invariante por equivalencia
estricta.

Teorema 2.2.1 (forma candénica de Weierstrass) Dado el haz reqular H(\) = A +
AA;1 con autovalores finitos A, A1, - .., Ax, que tienen multiplicidades algebraicas respecti-
vas ag, a, ..., a , existen dos matrices invertibles, Y, X, tales que

YTHNX = Wi (\) = diag( Moy — Jrg, - Moy — Irgs Ny - - - Nl (2.2)

donde Jy, es una matriz de Jordan de dimension a; X a; asociada al autovalor \;, para i =

0,1,...,k, y Ny, es un bloque de Jordan asociado al autovalor infinito con multiplicidad
m;,
-1 A
—1
N, = = A, (0) = Iy,
A
-1

La matriz derecha de (2.2) es la que se conoce como forma candénica de Weierstrass
(FCW) de H(A). Es tnica salvo permutacién de los bloques de Jordan diagonales y
muestra explicitamente toda la informacion espectral del haz regular H(\).

La forma en que hemos enunciado el Teorema 2.2.1 procede de [10, Th. 4.10]. Para
una demostracion, véase [26, XII, §2, Th. 3].

La matriz

J =diag (Jrgs- -5 Iags I (0), ..o, I (0))

que se obtiene a partir de (2.2) se denomina la matriz de Jordan de H(\).
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Las filas de la matriz Y7 en (2.2) son cadenas de Jordan izquierdas del haz, mientras
que las columnas de X son cadenas de Jordan derechas. Concretamente, las columnas
de X que corresponden a un bloque diagonal de la forma Al; — J4()\g) son una cadena
de Jordan derecha longitud d asociada al autovalor A\g. Algo similar ocurre con las filas,
y también con el autovalor infinito considerando los bloques correspondientes a dicho
autovalor. Ademas, como puede verse, estas cadenas estan normalizadas de modo que:

YEAXp=1, YIAXe=—1 (2.3)

donde X = [Xr X ],Y = [Yr Y] estdn particionadas separando las cadenas correspon-
dientes a los autovalores finitos y las correspondientes al autovalor infinito.

Lo que nos muestra la forma de Weierstrass (2.2) es que la estructura espectral de un
haz matricial regular caracteriza la clase de equivalencia estricta de ese haz. Esto es lo
que se resume en el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.2 [26, Ch. XII, §2] Dos haces matriciales requlares son estrictamente equi-
valentes si y solamente si tienen los mismos autovalores (finitos e infinitos) con los mismos
bloques de Jordan asociados en la FCW.

2.3. La forma de Kronecker

En esta seccién vamos a recordar las definiciones basicas que necesitaremos posterior-
mente en lo que concierne a los haces matriciales singulares. En §2.1 hemos definido el
rango de un haz matricial. Algunos autores [6, 8, 22, 82] se refieren a este tiltimo concepto
como el rango normal. Nosotros, en cambio, preferimos utilizar el nombre clasico de rango
porque el concepto se corresponde con el rango usual si los haces se consideran como
matrices con entradas en el cuerpo de las funciones racionales con coeficientes complejos.

Si H(\) es un haz singular cuadrado, cualquier valor Ay € C satisface

det H(\) =0,

lo que ha llevado a algunos autores a afirmar que cualquier valor es un autovalor de H(\).
Por el contrario, en la presente memoria manejaremos las siguientes definiciones, que son
validas para haces no necesariamente cuadrados:

Definicién 2.3.1 Un autovalor finito de un haz singular H(\) es un nimero Ay € C
tal que
rg H(\o) <rg H(A). (2.4)

La multiplicidad geométrica de un autovalor finito Ao es el valor g(A\g) = rg H(\) —
rg H()\()) .

La anterior definicién fue introducida en [71], y coincide con la definicién de autovalor
introducida en la Seccién 2.1 para el caso de haces regulares y matrices. Nétese que en
el término que figura a la izquierda de (2.4) aparece el rango de una matriz constante,
mientras que en el término derecho aparece el rango de un haz matricial.

En lo sucesivo, por simplicidad y cuando no haya lugar a confusion, omitiremos la
referencia al autovalor en la multiplicidad geométrica, y escribiremos simplemente g en
lugar de g(\o).
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Definicién 2.3.2 Un haz singular H(X) tiene un autovalor infinito con multiplicidad
geométrica g si y sélo si el haz dual H*(N\) tiene un autovalor cero con multiplicidad
geométrica g.

Las definiciones de cadenas de Jordan derecha e izquierda asociadas a un autovalor en
haces singulares se introducirdan en la Secciéon 2.6, donde expondremos el problema que
acarrea una definicién analoga a la del caso regular y como evitarlo.

Por otro lado, la informacion relativa a la parte singular de un haz esta contenida en
los llamados bloques singulares derechos, L,()), e izquierdos, LI ()), que son de la
forma

A —1
A -1
Lo(\) = o € ¢,
A —1
Teorema 2.3.3 (Forma de Kronecker) [26, Ch. XII| Sea H(\) = Ay + AA; un haz
singular, con Ay, Ay € C™". Entonces existen dos matrices invertibles Y € C™ ™ y

X € C™" tales que
YTHNX = Kn(A) = diag(Le,(), .., Loy V), LT (V) LT (), Ta (V) (25)
donde
jH()\) == diag()\lao - ‘])\07 ey )\Iak - J)\k, le, ceey ng)

es un haz cuadrado regular en forma de Jordan que contiene la estructura regular de
H. Los wvalores Xg, ..., \p son los autovalores finitos de H y los numeros ag,...,a; son
sus multiplicidades algebraicas respectivas. Los bloqgues N, , ..., Ny, son bloques de
Jordan asociados al autovalor infinito.

La matriz derecha en (2.5) es la Forma Candénica de Kronecker (FCK) de H(\) y
es Unica salvo permutacion de los bloques diagonales.

Los ndmeros €1, ..., €, se conocen como indices minimales columna (o derechos)
de H(\), mientras que los nimeros 7, ...,7, se conocen como los indices minimales
fila (o izquierdos) [26, Ch. XII]. En esta memoria, los supondremos ordenados en orden
no decreciente, es decir:

0<e<...<g, 0y <. . <.

Los nimeros de bloques singulares derechos e izquierdos, p y ¢ respectivamente, satis-
facen las siguientes relaciones, que se obtienen de manera inmediata a partir de (2.5):

rg H=m—q=n—p. (2.6)
Por otra parte, las sumas
eE=e1+...+¢&, N=m-+...+1n,
de los indices minimales satisfacen
e+n=rg H—1g Jy.

Notese que, al ser Jy un haz regular, su rango coincide con su dimension.
Las sumas anteriores son cantidades fundamentales en los desarrollos del Capitulo 6,
por lo que introducimos la siguiente:
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Definicién 2.3.4 Dado un haz singular H(X) con indices minimales derechos e; < ... <
gp e indices minimales izquierdos 11 < ... < 1,, las cantidades

e=e1+...+c, nN=m+...+1n, (2.7)

se llamardn, respectivamente, orden singular derecho y orden singular izquierdo
de H(N).

El analogo al Teorema 2.2.2 para haces singulares es el siguiente

Teorema 2.3.5 [26, Ch. XII, §5] Dos haces matriciales singulares son estrictamente
equivalentes si y solamente si tienen los mismos indices minimales (izquierdos y dere-
chos) y los mismos autovalores (finitos e infinitos) con los mismos bloques de Jordan
asociados.

Es bien sabido que una matriz de rango r con entradas complejas puede expresarse
como suma de r matrices de rango 1. Esto puede generalizarse a haces matriciales. La
forma de Kronecker nos permite una demostracién sencilla de este hecho, que incluimos
en un lema técnico que usaremos posterioremente.

Lema 2.3.6 Todo haz matricial de rango r puede expresarse como suma de r haces sin-
gulares de rango 1.

Demostracién. Sea H(\) un haz singular de rango r y denotemos por Ky (\) a su forma
canoénica de Kronecker. Podemos expresar Ky (A) como la suma de los siguientes haces
matriciales (prescindimos, por simplicidad, de la variable A en los bloques singulares):

1. Para cada bloque singular Lj de dimension k x (k + 1) que aparece en Kp()\),
tenemos que Ly = Lg) +... 4+ L,ik), donde L,(Cj) tiene la fila j-ésima igual a la fila
j-¢ésima de L; vy el resto de las filas de L,gj) son nulas. Por lo tanto, L es la suma
de k haces singulares de rango 1.

2. Una expresion analoga se tiene para cualquier bloque singular Lg de dimension
(p+ 1) x p que aparece en Ky ().

3. Finalmente, para la parte regular de Kg(\), F(\) = Fo+ AF}, que supondremos de
tamafio m x m, tenemos de nuevo que F(\) = FM + ..+ F™ donde FU) tiene
la fila j-ésima igual a la fila j-ésima de F(A) y el resto de las filas de F'¥) son cero.
Por tanto, F'(\) es la suma de m haces singulares de rango 1.

El haz Kpy(\) se puede expresar como la suma de r haces singulares de rango 1
combinando simplemente los desarrollos de sus bloques singulares y de su parte regular.
Lo mismo se tiene para H(A) dado que es estrictamente equivalente a Ky (\). m

El Lema 2.3.6 serd posteriormente ampliado en el Lema 6.2.1, en el que se exhiben
determinadas propiedades de los sumandos (haces de rango 1) de la descomposicion.
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2.4. La forma de Smith

En esta seccion introducimos la ultima de las formas candnicas que emplearemos en
esta memoria: la forma de Smith. La definiremos para polinomios matriciales de grado
arbitrario, dado que en la Seccién 6.4 (concretamente en el Teorema 6.4.5) sera inevitable
el uso de dichos polinomios. Los conceptos basicos que aparecen en esta forma candnica,
como son el de autovalor y su multiplicidad geométrica asociada, se definen de manera
analoga a como se ha hecho para haces matriciales. Por otra parte, describiremos la
forma candnica de Smith para el caso general de polinomios de dimensién arbitraria (no
necesariamente cuadrados), como se hace, por ejemplo, en [26, Ch. VI, §2].

Teorema 2.4.1 (Forma de Smith) Dado un polinomio matricial m x n, L(\), existen
dos polinomios matriciales unimodulares, P(\) y Q(\), de tamanos respectivos m X m y
n X n, de manera que

PA)LANQA) = A(N), (2.8)
donde ) )
di(N) 0
A(N) = d(N) .
|0 .. 0 |

es un polinomio matricial diagonal con polinomios monicos d;(\) en la diagonal tales que
dz(/\) divide a dz—l—l()\)

La matriz derecha de (2.8) es la que se conoce como la forma de Smith del polinomio
L(\), y es unica, como lo demuestra el siguiente resultado, que aporta una descripcién de
las entradas diagonales.

Teorema 2.4.2 Sea L(\) un polinomio matricial m x n. Sea pi(\) el mdrimo comin
divisor (madnico) de los menores de orden k de H(\), si no son todos cero, y sea pg(A) =0
si todos los menores de orden k de L(\) son cero. Sea po(\) =1y

A(XN) = diag (di(N),...,dr(N),0...,0)
la forma de Smith de L(X). Entonces r es el rango de L(\) y
di(A) = pi(N)/pimi(N), i=1,...,m

La manera en que hemos enunciado los dos Teoremas anteriores procede de [28, Th.
S1.1], donde pueden encontrarse asimismo las demostraciones.

Los polinomios diagonales dy(\),...,d,(\) de la forma de Smith se conocen con el
nombre de factores (o polinomios) invariantes de L()). Los factores invariantes se
descomponen en producto de factores irreducibles de la siguiente manera:

di(N) = (A= X)™ . (A= A)™r =1,

donde los exponentes n; ; son enteros no negativos (eventualmente, algunos son cero). Los
factores (A — A;)™, con n; ; > 0, se denominan divisores elementales de L(\). Nétese
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que los autovalores de un haz son las raices de sus polinomios invariantes o, equivalen-
temente, de sus divisores elementales. Si ahora reunimos los exponentes de los factores
invariantes correspondientes a un valor concreto, Ay, tendremos, por el Teorema 2.4.1, que

0<np<...<npp.

Cuando estos exponentes son positivos se denominan multiplicidades parciales de
L(\) en Ag. Si Ag es un autovalor de L(\), habrd, al menos, un exponente n; o positivo.
Si reunimos todos los que son no nulos y los ordenamos en una sucesion completando con
ceros, llegamos al siguiente concepto:

Definicién 2.4.3 Dado un autovalor Ay del polinomio L(X\) con multiplicidad geométrica
g y multiplicidades parciales 0 < n; < ... < ng, la caracteristica de Segre de )
relativa a L(X\) es la sucesion infinita

SH()\Q) = (ng,ng_l, .o, ny, 0, .. ) .

Si € C no es un autovalor de L(N), la caracteristica de Segre de v relativa a L(\)
es la sucesion infinita nula:

Observacion 2.4.4 La caracteristica de Segre de \g relativa a L es la particion conjugada
(como se definirda mds adelante en la Seccién 7.2.2) de la caracteristica de Weyr de
Ao relativa a L:

WL(/\O) = (mgvmg—h ) ) s

donde m; es el numero de multiplicidades parciales de L(\) en Ao que son mayores o
wquales que g — 1+ 1. En esta memoria utilizaremos la caracteristica de Segre en algunos
resultados, aunque en todos los casos puede hacerse, por conjugacion, un tratamiento
paralelo con la caracteristica de Weyr.

Dados dos polinomios matriciales L(\) y M (\), escribiremos
Sr(Mo) = Su(Ao) st (Sp(Xo))i = (Samr(Ao))i  para todo i > 0,

es decir: si la desigualdad se cumple para cada entrada de las correspondientes carac-
teristicas de Segre.
Si expresamos los polinomios diagonales de la forma de Smith (2.8) en torno a A,

tendremos d;(\) = (A — Ao)™d;(\), con d;(Ao) # 0 parai = 1,...,g v di(\) # 0 para
i=g+1,...,r. Premultiplicando en (2.8) por la matriz de dimensiéon m x m:

diag (1,...,1,1/dy(N), ..., 1/dy(N),1/dgr(N), ..., 1/d.(N)),
que es invertible en )y, llegaremos al siguiente resultado.

Teorema 2.4.5 Sea L()\) un haz matricial m x n. Entonces, para cada Ay € C existen
dos matrices Py, () y Qx, () invertibles en un entorno de Ay de modo que

Pry(NLAN)Ox () = Ay, (A) = diag (A — Ao)™, ..., (A= Xo)™, 1,...,1,0,...,0), (2.9)

donde ny < ... <ny son las multiplicidades parciales de H(X) en Ag.
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La matriz derecha de (2.9) se conoce como la forma local de Smith de L()\) en )\,
y es unica. Dicha forma canodnica es invariante por equivalencia local en ).

Existe una estrecha relacién entre los divisores elementales y las dimensiones de los
bloques de Jordan asociados a los autovalores finitos en la estructura regular de la FCK
de un haz H(A). Este hecho se pone de manifiesto en el siguiente resultado, que es una
simple consecuencia de la teorfa desarrollada en [26, Ch. VI]

Lema 2.4.6 Sea H(\) un haz matricial complejo de tamano m X n. Para cada divisor
elemental (A — \;)" de H(X) existe un bloque de Jordan de dimension n;; asociado al
autovalor finito \; en la estructura reqular de la FCK de H(X). A la inversa, por cada
bloque de Jordan de dimension n;; asociado al autovalor finito A; en la FCK de H(X) hay
un divisor elemental (A — X;)™ de H(\).

Una consecuencia inmediata del Lema 2.4.6 es que las multiplicidades parciales de un
haz H(\) en Ay coinciden con las dimensiones de los bloques de Jordan asociados a A\g en
la FCK de H (). En esta memoria ambos conceptos seran utilizados sin distincion.

Debe observarse que el Lema 2.4.6 no proporciona informacién sobre el autovalor
infinito del haz H(\). Esta informacién se puede obtener a partir del autovalor cero del
haz dual a través del Lema 2.4.7, cuya demostracién es trivial.

Lema 2.4.7 Sean A y B dos matrices complejas mxn. Los haces A+ B y B+ MA tienen
los mismos indices minimales derechos e izquierdos. Ademds, el nimero y las dimensiones
de los bloques de Jordan correspondientes al autovalor infinito en la FCK de A+ \B son
iguales al numero y las dimensiones de los bloques de Jordan correspondientes al autovalor
cero en la FCK de B + \A, y viceversa.

Si definimos las multiplicidades parciales del haz H(\) en el infinito como las
multiplicidades parciales del cero en el haz dual, el Lema anterior nos permite generalizar
el Lema 2.4.6 al autovalor infinito de un haz matricial.

Notese que, para cualquier autovalor Ay sus multiplicidades parciales relativas a H
coinciden con las dimensiones de los bloques de Jordan asociados a Ay en la estructura
regular de la FCK de H(\). Esto es también valido para el autovalor infinito.

En el Lema 2.3.6 hemos visto que todo haz matricial de rango r puede expresarse
como suma de r haces de rango 1. Por otro lado, la forma canénica de Smith (2.8) nos
permite expresar todo haz matricial H(A) de rango r como

H(A) = dy(H) as(N=E () + ..+ dy (H) an (V)L (V), (2.10)
donde dy(H),...,d,(H) son los factores invariantes, y a;(A) y z;(\) son vectores polindmi-
cos (véase el primer parrafo de la Seccién 2.5). Ademés, de acuerdo con (2.8), los vectores
a;(N\) v zi()\) son, respectivamente, las columnas de P~1(\) y Q7(\). Esto implica que
ni a;(A\) ni z;(\) se pueden escribir como el producto de un polinomio escalar de grado
mayor que cero por un vector polindmico, porque las matrices P~*(\) y Q~*(\) son uni-
modulares. Por tanto, (2.10) no es una descomposicién como las que se describen en el
Lema 2.3.6.

Aunque en esta memoria solamente utilizaremos la forma de Smith de haces matri-
ciales, citaremos algunos trabajos en los que se considera la forma de Smith de matrices
mas generales, como matrices analiticas (cuyas entradas son series analiticas en una varia-
ble) (véase [45, 46]) o matrices racionales (cuyas entradas son fracciones algebraicas en una
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variable) (véase [82]). De hecho, la forma de Smith es empleada con frecuencia en Teoria
de Control, y su definicién se extiende, en este contexto, a matrices racionales [82, 59],
en lo que conoce como la forma de Smith-MacMillan, y cuyas entradas diagonales
pueden contener exponentes negativos (incluso en el caso de haces). Tales exponentes,
que equivalen a las multiplicidades parciales de la forma de Smith, se denominan indices
estructurales [82, §2.4]. A diferencia de lo que ocurre con la forma de Smith en el infinito,
la forma de Smith-MacMillan local en el infinito se puede obtener mediante equivalencia
en el infinito (véase, por ejemplo, [85]). Las clases de equivalencia de esta relacién estéan
formadas por todas las matrices racionales que se generan multiplicando una matriz fija
por matrices racionales cuyas entradas son fracciones algebraicas que no tienen “ceros”
en el infinito (es decir: aquellas en las que el grado del numerador es menor o igual que el
grado del denominador, y que son llamadas fracciones propias) y que, ademds, son “uni-
modulares en el infinito”, lo que significa que su determinante es una fracciéon algebraica
cuyos numerador y denominador tienen el mismo grado. Esta definicion permite unificar
las relaciones de equivalencia para autovalores finitos e infinitos de matrices racionales
sobre un sustento algebraico coherente. Debe notarse que la forma de Smith-MacMillan
de un polinomio en el infinito no coincide, en general, con la forma de Smith local del poli-
nomio dual en el cero, aunque existe una correspondencia biunivoca entre los exponentes
de las entradas diagonales de una y otra (véanse [82, Th. 3.7] o [85, Prop. 1] para haces
matriciales y [84, Cor. 3.1] para polinomios de grado arbitrario). Todas estas cuestiones
pueden consultarse, ademds, en [83].

2.4.1. La forma de Smith, los indices minimales y el autovalor
infinito

La forma de Smith (2.8) de un haz matricial H(\) no refleja la estructura del autovalor
infinito ni da informacién acerca de los indices minimales, como demuestra el siguiente
ejemplo elemental.

Ejemplo 2.4.8 Los haces de matrices,

A 10 100
LiAN=|000]|, LA)=|0 0 0
000 00 0

tienen la misma forma de Smith

A(X) = La(N),
pero, mientras el primero tiene indices minimales derechos ¢; = 0,65 = 1 y no tiene
ningtin bloque de Jordan asociado al infinito, el segundo tiene indices minimales derechos
€1 =0 =2, y un bloque de Jordan de orden 1 asociado al infinito. O

Esto muestra, en particular, que la equivalencia unimodular no respeta la estructura
espectral del autovalor infinito, y su explicacién radica en el hecho de que las transforma-
ciones unimodulares no son invertibles en el infinito.

No obstante, para obtener la informacién espectral del autovalor infinito en un haz
matricial podemos usar la forma (local) de Smith del haz dual en torno al autovalor 0.
En el ejemplo anterior, los duales de los haces dados son

1 A0 A0 0
EN=000|, LEAO)=]000
00 0 000
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La forma de Smith local en 0 de L*(\) es

10

@]
@]
o O

mientras que la de Li()\) es

o
o
o

De hecho, dado que no hay autovalores finitos, éstas son también las formas de Smith
globales.

2.5. El espacio de las n-uplas de funciones racionales.
Bases minimales

Es bien conocido que los indices minimales derechos (respectivamente, izquierdos) de
un haz singular H(\) = Ag+AA;, con Ay, A; € C"™*" estan relacionados con los grados de
ciertas soluciones polindmicas de la ecuacién (Ag+AA;)z(A) = 0 (resp. (Ag+AA)Ty(\) =
0) [26, Ch. XII], donde z(A) (resp. y(A)) es una n-upla (resp. m-upla) cuyas entradas son
polinomios. El vector z()\) se llamard vector polinémico. El comentario anterior pone
de manifiesto que los vectores polinémicos pueden aparecer de forma natural cuando
se trabaja con haces singulares. El conjunto de polinomios con coeficientes complejos
es un anillo pero no un cuerpo. Esto significa que para extender muchas de las ideas
elementales del algebra lineal a los vectores polinémicos hay que considerar el cuerpo de
las funciones racionales con coeficientes complejos. Por ejemplo, sean v; = [1 + A, 1+ AT
v vg = [1+ A% 1+ X7 dos vectores polinémicos. El determinante de la matriz [v;|v]
es obviamente cero, pero es necesario usar una funcion racional como coeficiente para
expresar vs como combinacion lineal de vy: vy = 114;_&21}1' El cuerpo de funciones racionales
con coeficientes complejos serd denotado por C(\), y el espacio vectorial sobre C(X) de
las n-uplas de funciones racionales serd denotado por C™(\).

En algiin momento de esta memoria haremos uso del siguiente resultado:

Lema 2.5.1 Sea L(\) un polinomio matricial de rango 1. Entonces existen dos vectores
polindmicos, x(\) e y(\), de modo que

Demostracion. Dado que el polinomio tiene rango 1, su forma de Smith es
diag (d1(A),0,...,0), donde d;(A) es un cierto polinomio no nulo. Por tanto

L(A) = P(N)~diag (di(A),0,...,00QN) " = di(N)p1(Nar (V)"

donde p;()\) es la primera columna de P(A)™! y ¢1(A\)? es la primera fila de Q(\)~'.
Como P(A) y Q(X) son unimodulares, sus inversas son polinémicas, luego el resultado es
inmediato. m

Las siguientes definiciones estdn tomadas de [24] (véase también [37]). El grado,
deg(x), de un vector polinémico z(\) es el mayor grado de sus componentes. Todo subes-
pacio vectorial ¥V de C"(\) tiene, al menos, una base formada por vectores polinémicos.
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Se puede obtener a partir de una base cualquiera simplemente multiplicando cada vector
por el producto de los denominadores de sus entradas. El orden de dicha base polinémica
esta definido como la suma de los grados de sus vectores. Una base minimal de V es una
base polinémica de V que tiene el menor orden entre todas las bases polinomicas de V.

A continuacién introducimos algunos conceptos adicionales que usaremos frecuente-
mente. Dado un haz matricial m xn, H(\) = Ao+ AA;, el espacio nulo derecho (resp.
izquierdo) de H(\) es el subespacio de C"(A) (resp. C™(\))

N(H) = {z(\) € C"(\) : HA)z(\) =0} (resp. N(H') =
= {y(N) € C™"(\) : H' (\)y(\) = 0}).

Un vector nulo derecho (resp. izquierdo) de H(A) es un wector polinémico con-
tenido en N'(H) (resp. N(HT)). Una base minimal derecha ordenada de H(\)
(ROMB) es una base minimal, {z1(A),...,z,(A)}, de N(H) con deg(x)< deg(xs)<

. < deg(z,). Una base minimal izquierda ordenada de H()\) (LOMB) es una base
minimal, {y;1(A),...,y,(A)}, de N(HT) con deg(y;)< deg(ys)< ... < deg(y,).

Es bien sabido [26, Ch. XII, p. 38] que las dimensiones de N'(H) y N(HT) son, respec-
tivamente, el numero de bloques singulares derechos y el nimero de bloques singulares
izquierdos de la forma de Kronecker de H(\). Por tanto, podemos reescribir las igualdades
de (2.6) de la siguiente forma:

dimN(H)=n—rg(H)
dimN(HT) =m —rg(H).

El siguiente resultado nos dice que los coeficientes de cualquier ROMB de un mismo
haz generan el mismo espacio vectorial sobre C. Lo enunciaremos con caracter general
para bases polinémicas de un espacio vectorial cualquiera sobre el cuerpo de funciones
racionales sobre C.

Lema 2.5.2 Sean {vi(A),...,v,(A\)} v {wi(N),...,w,(\)} dos bases polindmicas de un
subespacio vectorial V de CP(X) sobre el cuerpo C(\). Sean

_ {0 di. . ,,0 d
V={o},..., 0. 500, ... vl

_ 0 e a0 e
W= {wl,...,w;...;w), ... ,we}

los coeficientes de los vectores de dichas bases. Entonces
C(V)y=C(W).

Demostracién. Veremos tnicamente que C (V) C C (W), ya que la otra inclusién se
obtiene de manera similar.

Fijemos un indice i € {1,...,n}. Como v;(A) € (wi(N),...,w,(N\)), existen n + 1
polinomios en A, ag(A),ai(N), ..., a,()), de modo que ag(A) no es el polinomio nulo y
ao(AN)vi(A) = a1 (N wi(A) + ... + an (N w,(N). (2.11)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ag(0) # 0 ya que, de lo contrario,
cancelamos la potencia de A correspondiente en ambos lados de la igualdad (2.11) y
argumentamos de la misma forma. Expresemos

ag(\) = ag + e A+ ...+ ap\*,  ag #0.
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Igualando términos de grado 0 en (2.11) obtenemos
agv) € C(W),

de donde se sigue que v € C(W).
Igualando ahora los términos de grado 1 en (2.11) llegamos a

agv; + a;v) € C(W),

luego, por el paso anterior
agv; € C(W),

de donde se sigue que v} € C(W). Procediendo de igual forma con los grados superiores
llegamos a que v?,...,v% € C (W), lo que demuestra el resultado. m

El siguiente Lema nos muestra que los grados de los vectores en una ROMB (LOMB)
de H()) son iguales a los indices minimales derechos (izquierdos) de H(\). Aunque es un
hecho bien conocido, incluimos una demostraciéon por completitud.

Lema 2.5.3 Seane; < ... <¢, ym < ... <1, respectivamente, los indices minimales
derechos e izquierdos del haz H(X). Sean { z1(N), ..., 2,(A)} e {y1i(A),...,y,(N)}, respec-
tivamente, una ROMB y una LOMB de H(X). Entonces deg(x;) =¢;, para i = 1,...,p,

y deg(y;)=n;, para j =1,...,q.

Demostracion. Demostraremos el resultado para los indices minimales derechos. Para
los indices minimales izquierdos simplemente se usa H”(\) y se invoca el resultado para
los indices minimales derechos. Recordemos [26, Ch. XII, p. 38| la relacién que hay entre
los indices minimales derechos de H(\) y las soluciones polindmicas de H(X)z(A) = 0.
Entre todas las soluciones polinémicas del sistema de ecuaciones elegimos una solucion
no nula, z;(\), del menor grado posible. Este grado es ;. Entre todas las soluciones
polinémicas que son linealmente independientes de z;(A) tomamos una solucién, z3(\),
del menor grado posible. Este grado es 5. Continuamos este proceso hasta obtener una
serie fundamental de soluciones {z1(X),...,z,(A)}, es decir, p = dimN(H) soluciones
polinémicas linealmente independientes de la ecuacion H(A)z(A) = 0 cuyos grados son
g1 < ... < g,. Una serie fundamental de soluciones no estd univocamente determinada,
pero los grados de sus vectores si lo estan (véase [29, Prop. 1.7.1]) y, como demostraremos
en el siguiente parrafo, toda serie fundamental de soluciones es una ROMB vy viceversa.

Supongamos que existe algun indice j tal que deg(z;) < ;. Sea jy el menor de estos
indices, es decir, deg(z;,) < €j, v deg(zg) > € para k =1,..., jo — 1. Obviamente j, > 1.
Por lo tanto, €,_1 < deg(z;,—1) < deg(xj,) < €j,- La definicién de los indices minimales
implica que los vectores linealmente independientes {x;(A), ..., z;,(A)} son combinaciones
lineales de {z1(\),...,2j—1(A)}. Esto es imposible. En consecuencia, deg(z;) > ¢; para
todo j = 1,...,p, vy, de hecho, deg(z;) = ¢, para todo j, porque {z1(A),...,z,(A)} es
una ROMB. ]

Observaciéon 2.5.4 Lo que nosotros, por simplicidad, hemos llamado orden de una base
polindmica minimal de un espacio vectorial V sobre C(\) estd definido en [24, p. 497] con
el nombre de orden dinamico invariante de V. Como sugiere esta denominacion, se
trata de un invariante del espacio V. En la presente memoria V es el espacio N(H), en
cuyo caso el orden es la suma de los indices minimales derechos de H, o bien N(H?), en
cuyo caso es la suma de los indices minimales izquierdos.
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También usaremos en el futuro el siguiente Lema relacionado con lo anterior:

Lema 2.5.5 Sean H(X\) un haz cuya FCK estd dada por (2.5), y {x1(N),...,z,(N\)} una
ROMB de H(X). Entonces todo vector nulo derecho de H(\) de grado a lo sumo €; es

una combinacion lineal de {x1(N\),...,z;(A)} con coeficientes polinémicos, donde j es el
mayor indice tal que deg(x;) < ;. En particular, todo vector nulo derecho de H()\) es
una combinacion lineal de {x1(N),...,z,(\)} con coeficientes polinémicos. Un resultado

similar se tiene para los vectores nulos izquierdos y una LOMB.

Demostracion. El hecho de que todo vector nulo derecho es una combinacion lineal
de los vectores mencionados es una consecuencia inmediata de la definicién de indice
minimal. El hecho de que los coeficientes son polinomios se sigue de [24, Main Theorem
en p. 495]. [

En el Capitulo 6 necesitaremos garantizar la independencia lineal de ciertos conjuntos
de vectores polinémicos de C"(\). En algunas situaciones, este problema se puede resolver
a través de un problema de independencia lineal en C". Esto se muestra en el Lema 2.5.6.

Lema 2.5.6 Sea {vi(\),...,v.(A\)} un conjunto de vectores polindmicos de C*(\). Ez-
presemos estos vectores como

vi(A) = vig F Avis ...+ AN, paral <i<r,

donde v;; € C*, para todos los subindices i, j, y d; = deg(v;(X)).

1. Si{vi0,..., 0.0} es un conjunto linealmente independiente en C™ entonces
{vi(A),...,v.(A)} es un conjunto linealmente independiente en C™(\).

2. Si{vidy,---,ra.} €s un conjunto linealmente independiente en C" entonces
{vi(A),...,v.(N)} es un conjunto linealmente independiente en C™(\).

Demostracion. Para demostrar el primer apartado, consideramos la combinacién
lineal

at(A)vi(A) + ...+ a. (Mo (A) =0, (2.12)

donde «a;()\), para 1 < ¢ < r, pueden elegirse polinomios, porque si fueran funciones
racionales, se podria multiplicar por sus denominadores y argumentar de la misma forma.
Expresemos estos polinomios como

ai(\) = ai+Aag + ...+ MNiay, paral <i<nr,

donde «;; € C, para todos los subindices ¢, j. En esta situacién, el vector coeficiente del
término de grado cero en (2.12) es

r
E Q0U;0 — 0.
i=1

Si {vig,..., 00} es un conjunto linealmente independiente en C™ entonces a9 = gy =
. = ayp = 0. Ahora, el vector coeficiente del término de grado uno en (2.12) es
r . . .

Y iy @ity = 0, lo que implica que aq; = a1 = ... = a1 = 0. Un simple argumen-

to inductivo completa la demostracion del primer apartado. Para demostrar el segundo
apartado, comenzamos con el coeficiente del término de mayor grado, y efectuamos hacia
abajo el argumento inductivo anterior. ]

Finalizamos este apartado con otro resultado técnico sobre la independencia lineal de
vectores polinémicos que usaremos en el Capitulo 6.
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Lema 2.5.7 Sean {z1(\),...,zk(AN)}, con k < n, un conjunto linealmente independiente
de vectores polindmicos en C*(A) y {21 (A),...,2/(A\)} otro conjunto de vectores polindmi-
cos en C"(N) tal que k+1 <n yrg[z1(N)]...|ze(N)|z1(N)]...]2/(A)] = k. Denotemos por
{ui,...,u,} la base canonica de C", es decir, las entradas de estos vectores son (u;); = 0;;.
Entonces existen | vectores de la base candnica, uj,, ..., u;, tales que

{z1(N)s oo z(N), 21(N) + gy - oy 21(A) + aqug,

es un conjunto linealmente independiente en C"(\) para cualesquiera nimeros complejos
ai,...,qp no nulos.

Demostracién. Existe, al menos, un u;, tal que el conjunto {z1(A),..., zx(A), uj, }
es linealmente independiente porque, de lo contrario, todos los vectores en {uy,...,u,}
serfan combinaciones lineales de {z1()), ..., zx(A\)}. Esto es imposible porque {uy, ..., u,}
es también una base de C"(\) y k < n. Este argumento puede ser sucesivamente apli-
cado para demostrar que existen u;,,...,u; vectores de la base canodnica tales que el
conjunto {z1(A), ..., zk(A),uj,, ..., u;} es linealmente independiente. Por tanto, el con-
junto {z1(A), ..., zk(A), a1y, ..., 0qu;,} es linealmente independiente para cualesquiera
nimeros complejos oy, ..., q; no nulos. Nétese que la hipdtesis

rg [N [N ] [(N)] =k

implica que los vectores z/(\) son combinaciones lineales de {z1(A),. .., zx(N\)} con coe-
ficientes en C(\). Por lo tanto, podemos efectuar operaciones elementales de columnas
para transformar la matriz [29(\)|...|2x(A)|aqu;, | ... Jouug] en [z1(N)] ... [zk(A)]21(A) +
arug, | ... |2(X) + qquj,]. Esto no altera el rango de la matriz, lo que demuestra el resulta-
do. [ |

2.6. Subespacios reductores

Es bien sabido que la definicién de autovector que se utiliza en el caso de haces regulares
carece de sentido cuando el haz es singular. A modo ilustrativo, consideremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.6.1 Consideremos el haz

A0+>\A1:|:())\ 8}

dado en FCK, con un autovalor simple igual a Ay = 0. A primera vista, parece adecuado
decir que [1 0]7 es el autovector derecho asociado a Ay = 0. En cambio, nétese que

/a0 A0 a 0 | A0

0 1 0 0 g 11 |00
para cualquier par de numeros «, 3 tales que o # 0. Esto significa que cualquier vector
[ a [ }T podria considerarse autovector de Ay + AA; asociado al autovalor \j = 0, es
decir, cualquier vector de C? serfa un autovector asociado a Ay = 0, lo que implica que las

matrices de cambio de base a la forma candnica de Kronecker no estarian bien definidas,
a pesar de que \g es un autovalor simple. O
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La definicién adecuada para haces singulares es la de espacio reductor, introducida por
Van Dooren en [81].

Definicién 2.6.2 [81] Dado un haz singular H(\) = Ag + AAy, con Ay, A1 € C™" un
par de subespacios, X C C" e Y = (AgX + A1 X) € C™ son subespacios reductores
del haz si dimY = dim X — dim N (H) donde N (H) es el espacio nulo derecho de H(\).

Los espacios reductores permiten “reducir” el problema de obtener la informacién
espectral de un haz singular al problema de obtener la informacion espectral de haces de
menor dimensién. Més concretamente, siguiendo a Van Dooren [81], denotemos por X e
Y un par de subespacios tales que Y = AgX + A1 X. Sean U, V dos matrices unitarias
particionadas de la forma

U:[Ul‘UQ], V:[‘/l‘%}v
tales que X = C(U;) e Y = C(V4). Puesto que Y = (ApX + A1 X), se tiene que
VI AU, = VE AU =0 (donde VI es la traspuesta conjugada de V) y, por lo tanto,
Ay | A

0 | Az

AOl AOQ

VH(Ag+ AANU = Ay + AA, =
A03

. (2.13)

La propiedad relevante de los espacios reductores que hemos aludido previamente se enun-
cia el siguiente resultado.

Teorema 2.6.3 [81, Th. 2.3] Sean X ,Y un par de subespacios reductores de Ay + \A;.
Si consideramos la particion (2.13), entonces los haces diagonales tienen orden singular
izquierdo y derecho, respectivamente, igual a cero, y el espectro de Ay + AAy es la union
de los espectros de dichos haces.

Esta propiedad, en cambio, no se satisface si en lugar de subespacios reductores con-
sideramos otro tipo de subespacios X e ) que satisfagan la relacion )Y = AgX + A1 X.
Esto es lo que se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.4 Sea el haz

H(\) =

o O >
oS O =
o O O

El par de subespacios reductores

0 0 0
X1:< L{,]10 >, y1=A0X+A1X=< 1 >
0 1 0

permiten particionar el haz de la forma

H(\) =

o O >
o OO

1
0
0

que nos da los haces “reducidos” [ Al } Y [ 0 0 ]T. Tal y como establece el Teorema
anterior, el primero de ellos tiene orden singular izquierdo nulo y el sequndo tiene orden
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singular derecho nulo. Por otra parte, la union de los autovalores de ambos haces es vacia,
lo que coincide con el espectro de H(X). En cambio, el par de subespacios

1 1
X2:< 0 >, y2:A0X+A1X:< 0 >
0 0

tienen asoctada la particion
A1 0
HAN=10/0 0|,
010 0

cuyo primer bloque diagonal es un haz reqular que contiene un autovalor igual a cero, lo
que no ocurre con el haz H(\). Nétese que el par de subespacios Xy € Vo no es reductor,

aungue H(0)[ 1 0 O]T:O,es decir, [ 1 0 O}TekerH(O). O

Los subespacios reductores de un haz singular permiten obtener una forma canonica
triangular superior (GUPTRI), andloga a la forma de Schur de matrices [13]. Esta forma
canénica puede ser calculada de manera estable [79, 14, 15], debido a que las transforma-
ciones, como acabamos de ver, se llevan a cabo a través de matrices unitarias. Esto, en
cambio, no es posible para la FCK. Esta es una de las razones por las que los subespacios
reductores son tan importantes desde el punto de vista numérico [13].

Entre todos los subespacios reductores de un haz singular, hay uno que permite separar
exactamente la parte singular derecha del resto del haz. La existencia de ese subespacio
esta garantizada por el siguiente resultado.

Teorema 2.6.5 [81] Dado un haz singular H(X) = Ag+ MA;, existe un subespacio reduc-
tor X,im de modo que para cualquier otro subespacio reductor, X , se tiene

{0} C Xpin C X (2.14)

Llamaremos al espacio &X,,;, del teorema anterior subespacio reductor minimal
del haz H(\).

Aunque no se utilizara en el resto de la memoria, consideramos ilustrativo describir,
en este apartado, la relacion que existe entre el espacio reductor minimal y las bases
minimales de un haz singular arbitrario.

Teorema 2.6.6 El subespacio reductor minimal, X, , de un haz singular H()\) estd ge-
nerado por los vectores de coeficientes de una base minimal derecha cualquiera de H(\)

Demostracion. El espacio reductor minimal es aquel que permite separar la estructura
singular derecha del haz (es decir: la que contiene los bloques singulares derechos) del
resto del haz en una descomposién triangular de la forma (2.13). Por lo tanto, dada la
forma de Kronecker (2.5) de H(\), las columnas de la matriz X que corresponden a los
bloques singulares derechos son los coeficientes de una base minimal derecha de H(\) y
generan X,,;,. Como, por el Lema 2.5.2, los vectores de coeficientes de una base minimal
cualquiera generan el mismo subespacio, se tiene el resultado. m

Por otro lado, los vectores de coeficientes de una base minimal de un haz tienen la
siguiente propiedad.
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Lema 2.6.7 Los vectores de coeficientes de una base minimal (derecha o izquierda) de
un haz singular son linealmente independientes sobre C.

Demostracion. Nos centraremos en bases minimales derechas. El otro caso es similar. En
primer lugar, veamos que un haz singular arbitrario H () tiene una base minimal derecha
cuyos vectores de coeficientes son linealmente independientes sobre C. Si el haz esta dado
en forma de Kronecker, el resultado es obvio, pues los vectores de la base minimal son de
la forma [ .01 XN X0 L }T, cuyos coeficientes son linealmente indepen-
dientes. Si el haz no estd dado en forma de Kronecker, consideramos la transformacion
YTH(MNX = Ky(\) que lo lleva a la forma de Kronecker. Ahora, una base minimal de
H()) esta formada por los vectores de la forma 2; +Ax; 1 +. .. +A*x;,4, donde los vectores
de coeficientes x;, ..., ;1% son las columnas de la matriz X que corresponden a cada uno
de los bloques singulares derechos que aparecen en la forma de Kronecker. Como X es
invertible, estos vectores son linealmente independientes.

Ahora veamos que cualquier base minimal tiene vectores coeficientes linealmente in-
dependientes. La afirmacion es consecuencia inmediata de dos hechos: por un lado, dos
bases minimales cualesquiera tienen, una vez ordenadas, el mismo nimero de vectores
(polinémicos) con los mismos grados, lo que significa que tienen el mismo numero de
vectores de coeficientes. Por otro lado, los vectores de coeficientes de dos bases minimales
generan el mismo subespacio, en virtud del Lema 2.5.2. Como, por el parrafo anterior,
dicho subespacio tiene dimensién igual al niimero de vectores coeficientes de la base, se
concluye el resultado. m

Noétese que el resultado anterior no es cierto para una base minimal de un subespacio

vectorial cualquiera de CP(\). Por ejemplo, el vector [ 11_:_ ;\2 } es una base minimal del

subespacio de C2(\)
IS
V= (53 ])

y sus vectores de coeficientes [ 11 }T, [ 10 }T y [ 01 }T son linealmente depen-
dientes sobre C.

Finalmente, incluimos una definicién que emplearemos méas adelante, concretamente
en §6.7.1. Para ello, nétese que si particionamos las matrices X e Y que dan paso a la
forma de Kronecker (2.5) de la siguiente manera:

X=[X|%|X], Y=[n|%|%], (2.15)

donde
X, € C"X(5+p), XoeC" YV eC™e Y, € me(”+q), (2.16)

con g, n como en (2.7), y denotamos
X;=col(X;), Yi=colY;), i=1,2,

entonces AX; , es el subespacio reductor minimal de H, mientras que )» es el subespacio
reductor minimal de H”?. En particular, y en virtud del Teorema 2.6.5, X} es una base
del espacio singular derecho de H(\) e ), es una base del espacio singular izquierdo de
H()). Esto nos sugiere la siguiente definicién.
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Definicién 2.6.8 Dado un haz matricial H(\) de tamano m X n, una base de Kro-
necker del espacio singular derecho de H es un conjunto de € + p vectores de C™,
X1, ... Teqp, tales que si

X1: [ Ty ... Tegp ]

entonces existen dos matrices X,Y como en (2.15) y (2.16) que dan paso a la forma de
Kronecker de H(\) como en (2.5).

Andlogamente, una base de Kronecker del espacio singular izquierdo de H es
un conjunto de n + q vectores de C™, y1,...,Yntq, tales que si

Y2:[3/1 ynJrq}

entonces existen dos matrices X,Y como en (2.15) y (2.16) que dan paso a la forma de
Kronecker de H(\) como en (2.5).

Obsérvese que no toda base del espacio singular derecho (izquierdo) de un haz matricial
singular es una base de Kronecker del espacio singular derecho (izquierdo) del haz.

2.7. Aplicaciones

Una de las aplicaciones mas relevantes de la forma candnica de Weierstrass de haces
regulares reside en la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales y de ecuaciones en
diferencias. Por ejemplo, un sistema lineal como (1.1) puede resolverse utilizando cierta
informacién espectral, que incluye la forma de Weierstrass, del haz asociado (2.1). Dicha
informacién estd contenida en una terna (X, J,Y), donde X e Y son las matrices que dan
paso a la forma de Weierstrass (2.2) y J es la matriz de Jordan de H. Si particionamos

= Jr @ Ju, donde Jr contiene los bloques correspondientes a los autovalores finitos
y Jso los bloques correspondientes al autovalor infinito, y las matrices X = [Xr X ] e
Y = [Yr Y] conforme a la particién anterior, y denotamos por v el menor entero tal que
JY =0, entonces, si f(t) es una funcién derivable con continuidad en C hasta el orden v,
la solucién general del sistema (1.1) estd dada por:

t v—1
z(t) = Xperlaz + / Xpe! Y f(s)ds — > Xeo Tl Vao fO(2), (2.17)
to i=0

donde z € C™ es un vector arbitrario (y m es la dimensién de Jr) [28, Th. 8.1].

La condicién de diferenciabilidad de f esta justificada teniendo en cuenta la forma
que adopta la solucién (2.17). No obstante, en algunos casos, no es necesario imponer un
orden de diferenciabilidad sobre f tan elevado [50, Ex. 1]. Esto ocurre, por ejemplo, en
el caso en que el término XooJ% Yo f@~V(t) en el tiltimo sumatorio de (2.17) es nulo.
Se plantea, entonces, la siguiente cuestién inversa: suponiendo que existe una solucion
continua al sistema (1.1), ;qué orden de diferenciabilidad ha de tener esta solucién?. En
[50] se resuelve esta cuestion para sistemas de orden superior mediante la obtencién de
formas canonicas “condensadas” que reducen el sistema a otro mas elemental y con las
mismas soluciones.

Cuando el sistema lineal

Ay (t) + Aoz (t) = f(1)

estd definido por un haz singular Ay + AA;, el propio sistema se denomina singular. En
esta situacion, en la que el sistema puede no tener solucién, o incluso puede tener infinitas
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soluciones, la parte singular de la FCK de Ag + AA; esta intimamente relacionada con la
solubilidad del sistema. En concreto [93, p. 249],

= Por cada bloque singular derecho la solucién contiene una funcién arbitraria. Este
bloque no impone ninguna restriccion en la condicién inicial o en las coordenadas
de la solucién.

= Por cada bloque singular izquierdo, LZ, quedan completamente determinadas n va-
riables y no se pueden asignar valores iniciales arbitrarios. Se requiere una condicién
de compatibilidad entre las entradas de f y sus derivadas, concretamente, entre

/ "
fia fi+17 fi+27 R fz(1277

donde L] ocupa las filas desde la i-ésima hasta la (i + 7)-ésima.

El segundo de los terrenos en que son de gran relevancia las formas canodnicas que
hemos descrito es en el vasto territorio de la Teoria de Control. El caso mas elemental de
un sistema lineal invariante en el tiempo:

2/ (t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Ca®) 7

tiene asociado el haz singular rectangular de rango completo [A — AI B]. Su FCK es deter-
minante en relacion con las propiedades de controlabilidad y observabilidad del sistema.
Por ejemplo, como es bien sabido [95, p. 45], el sistema es controlable si y sélo si la FCK
del haz asociado no tiene parte regular.

Finalmente, la forma canénica de Jordan ha sido utilizada con frecuencia en el contexto
de la Teoria de Sistemas Vibratorios. Concretamente, en [43, 44] se usa la informacién
espectral de un sistema para caracterizar determinadas propiedades de dicho sistema o de
las matrices que lo componen, como puede ser la simetria o la positividad, o también para
recuperar por completo el sistema. Estas cuestiones forman parte de lo que se conoce,
genéricamente, como el Problema Inverso de los vistemas vibratorios. Como referencia
introductoria (y breve) a la aplicacién de la forma de Jordan en sistemas vibratorios
puede consultarse [77, §3].

La terna (X, J,Y") que hemos descrito anteriormente se conoce con el nombre de triple
de Jordan y es, para haces matriciales, un caso particular de lo que se conoce como
triple resolvente de un polinomio matricial de grado arbitrario [28, p. 219]. Estos triples
permiten obtener las soluciones de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden superior asociado a dicho polinomio. En el apéndice que viene a continuacion
tratamos brevemente estos sistemas.

Apéndice: Linealizaciones

Consideremos el siguiente sistema lineal de orden ¢ con coeficientes constantes
Azt + A V@) 4 Al (8) 4 Agx(t) = f(t) (2.18)

donde z(t) es un vector de incégnitas con n coordenadas que son funciones de la variable
t, 2R (t) denota la k-ésima derivada del vector z(t) con respecto a la variable ¢, A; son
matrices de tamano nxn con entradas complejas y f(t) es un vector dado de n coordenadas
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que son funciones de t. En la teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias, es
frecuente la transformacién del sistema (2.18) en un sistema de ecuaciones de primer
orden mediante la introduccién de nuevas variables. La manera de llevar a cabo esta
transformacién no es tnica, pero una elecciéon natural es la siguiente:

zo(t) = x(t), z1(t) =2'(t), ..., z1(t) =2 H(t),

con lo que el sistema (2.18) se transforma en

I 0 -1 0
X' : x(t) = 2.19
) R I E U I PR D
Ay Ay Ay - Apy f(t)
donde
l’o(tg
C(Zl(t
x(t) = i ,
l‘g_l(t)

e I es la matriz identidad n x n.
La ecuacién (2.18) estd asociada al polinomio matricial de grado ¢

L(\) = Ag+ M + ...+ XA, (2.20)

donde los coeficientes, A; , son matrices de tamano n X n con entradas complejas, mientras
que la ecuacién (2.19) tiene asociado el haz

I 0 —I
CL () = A+l T . 2.21
L) I ol (221
Ay Ay A Apy

Dicho haz recibe el nombre de primer haz companero del polinomio (2.20).

La informacién espectral de dicho haz companero, contenida en su forma de Weier-
strass, permite resolver el sistema (2.18) de un modo similar a (2.17), aunque entran en
juego los triples resolventes que hemos mencionado antes.

En general, un haz A + AB de tamano nf x nf es una linealizacién del polinomio
(2.20) con coeficientes cuadrados A; € C™™ si A + AB es equivalente a

1)

La relevancia de linealizaciones no se limita al contexto de los sistemas de ecuaciones
diferenciales de orden superior. Un procedimiento habitual para resolver el Problema
Polinémico de Autovalores (PPE)

¢
P\)x = ZAM =0,
i=1
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donde A; € C™*™ consiste en linealizar el problema. Existen infinidad de formas de
hacerlo debido a que hay infinidad de linealizaciones de un polinomio matricial arbitrario.
A la hora de elegir una de ellas hay que tener en cuenta los problemas inherentes al método
numeérico que se va a emplear para revelar la informacion espectral del haz. En particular,
el condicionamiento y el error backward del problema de autovalores generalizado

LNz =0

asociado a la linealizacién L. El problema de encontrar linealizaciones bien condicionadas
ha sido tratado en [30] para la familia de linealizaciones introducida en [48], mientras que
el error backward de dichas linealizaciones se ha estudiado en [31]. Una buena introduccién
a estas cuestiones se puede encontrar en [77, §5].

Mas en general, las linealizaciones pueden emplearse para obtener toda la informacién
espectral de un polinomio regular, es decir, los divisores elementales y las multiplicidades
parciales asociadas al infinito. Todas las linealizaciones tienen los mismos divisores elemen-
tales (por tanto, los mismos autovalores finitos con las mismas multiplicidades parciales
asociadas) que el polinomio que linealizan. En otras palabras, tienen la misma informacién
espectral finita que dicho polinomio. En cambio, no ocurre lo mismo con las multiplicidades
parciales en el infinito ni con los indices minimales (si se trata de polinomios singulares).
Las linealizaciones que conservan la estructura en el infinito se conocen con el apelativo
de linealizaciones fuertes [27], y se caracterizan porque, ademds de ser linealizaciones del
polinomio L(\), su haz dual es equivalente al polinomio

")

donde L#(\) = NL(1/\) es el polinomio dual de L(\).

Por otra parte, las linealizaciones de polinomios singulares han sido escasamente
tratadas en la literatura. En concreto, no existe aiin una caracterizaciéon de las linealiza-
ciones que conservan los indices minimales del polinomio o que, en su defecto, permitan
recuperarlos a través de una formula sencilla. Actualmente, estamos trabajando en este
problema para el caso de polinomios singulares cuadrados, sobre un conjunto de linea-
lizaciones que incluyen las introducidas en [48] y, entre ellas, el primer haz companero.
Hemos demostrado que los indices minimales de estas linealizaciones se obtienen a partir
de los indices minimales del polinomio mediante la adicién de una cantidad fija [20].

Finalmente, queremos mencionar otra aportacion relevante de las linealizaciones al
terreno computacional, y que incluye tanto a polinomios singulares como regulares. Se
trata del trabajo de P. Van Dooren y P. Dewilde [83], en el que, mediante linealizaciones
construidas a partir de matrices habituales en Teoria de Control [86, 87], proponen un
algoritmo estable para obtener la estructura espectral de un polinomio matricial arbitrario.
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Capitulo 3

El Poligono de Newton

Los autovalores de un haz matricial H(\) = Ay + AA; (regular o singular) son las
raices de unos determinados polinomios (el determinante de H(\) en el caso regular o
ciertos menores del haz en el caso singular), cuyos coeficientes dependen continuamente
de las entradas de Ag y A;. Por tanto, una manera de abordar problemas de perturbacion
de autovalores consiste en estudiar la perturbacién de raices de polinomios. Este proble-
ma, mas general, ha sido ampliamente tratado en el ambito de la Teoria de Funciones
Algebraicas. En este contexto, una herramienta fundamental es el Poligono de Newton,
que es el objeto fundamental del presente Capitulo. Los resultados que expondremos seran
utilizados, en el Capitulo 4, para la obtencién de los desarrollos de primer orden de los
autovalores de perturbaciones de haces matriciales singulares cuadrados.

3.1. El poligono de Newton
En la presente seccién vamos a describir el procedimiento del Poligono (o diagrama)
de Newton, que se emplea para obtener desarrollos asintéticos en torno a un punto de

una curva algebraica. Nosotros lo usaremos para obtener los términos de primer orden de
dichos desarrollos.

Dado un polinomio en dos variables

F(\e) = Z aig\'e (3.1)

i,j=0
la nube de puntos asociada a (3.1) es el conjunto
Ejemplo 3.1.1 Consideremos el polinomio
F(\€) =4X2 4507 + A0(1 +€) — X = 5A3(e2 + 26%) + 9\* (2 — %) + 6 + 5.

La nube de puntos asociada a P(\, €) esta representada en la siguiente figura:

37
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B [T
[ 1] :

Figura 1: Nube de puntos asociada a F'(\,€)

Asociado a la nube de puntos, se define el Poligono de Newton:

Definicién 3.1.2 (Poligono de Newton) Dado un polinomio en dos variables, F(\,€) ,
su Poligono de Newton es el borde inferior de la envolvente convexa de la nube de puntos
de F()\€).

Ejemplo 3.1.3 El poligono de Newton asociado al polinomio del ejemplo anterior es la
poligonal dibujada en la siguiente figura:

K

Figura 2: Poligono de Newton asociado a F(\,€)

3.2. Desarrollos en torno a un punto

En este apartado vamos a enunciar los resultados bésicos de la teoria local de funciones
algebraicas complejas que necesitaremos en el analisis de las perturbaciones de norma
pequena de haces matriciales. Todos los resultados de esta secciéon son, por tanto, bien
conocidos.

Consideraremos la ecuaciéon polinémica

F(\ €)= i F(e)\F =0, (3.2)

donde Fj(€) son polinomios en la variable €, que escribiremos

Fk(e) — erﬁk + O(Eﬁk-i-l) 7
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con Fy € Cy F,(¢) no es idénticamente nulo. El resultado fundamental, en torno al que
gira el resto de la seccion, es el siguiente:

Teorema 3.2.1 ([78, Teorema 5.1]) La ecuacion (3.2) tiene, para cada € fijo, n soluciones,
A1(€), ..., Aul€), que pueden desarrollarse en serie de potencias

Ai(€) = a;e™ + o(e™) (3.3)

donde «; es un exponente fraccionario (que puede ser nulo). La serie (3.3) es convergente
en un entorno de cualquier valor de A salvo en A =0 st a;; < 0.

Lo que ahora nos interesa es determinar los valores a; y «; de los desarrollos (3.3).
En particular, cuantos exponentes a; son negativos. Las dos subsecciones siguientes estan
dedicadas a ello.

3.2.1. El Poligono de Newton y los desarrollos asintéticos

Para obtener los valores del exponente «; de (3.3) usaremos el Poligono de Newton
(PN) asociado al polinomio F'(A,€) que define la variedad (3.2) en la forma que explicare-
mos a continuacion.

Consideremos uno de los desarrollos anteriores. Por simplicidad, eliminamos los subindices:

Ae)=ae* +.... (3.4)

Al sustituir (3.4) en la ecuacién (3.2), cada término Fj(e)A\* produce un término en ¢
de orden e***P y términos de orden superior. Para que (3.4) sea una raiz de (3.2) los
términos del mismo grado (en particular, los de menor grado) deben cancelarse. Esto
significa que todos los coeficientes de los términos con el mismo exponente, o k + ;. , han
de sumar 0. En particular, tendré que haber, al menos, dos valores j, k € {0,1, ..., n}
con

ak+fr=aj+ 0, ak+b <as+t,

para cualquier punto (s,t) de la nube asociada a F'(\, €). Si consideramos los correspon-
dientes puntos P; = (4, 5;) y Pi = (k, 0;) de la nube de F(), €), tendremos:

Al. P;y P forman parte del Poligono de Newton asociado a F(\,¢).

A2. P; y Py estdn en un segmento de pendiente

ﬁj_ﬁk

==
La afirmacién A1 es consecuencia de la desigualdad anterior:
ak+ 0, <as+t,
pues cualquier punto (s, t) bajo el segmento que une P; y P satisface
as+t<ak+p.

Por otra parte, invirtiendo el argumento, cualesquiera dos puntos que formen parte del
Poligono de Newton asociado a F'(), €) nos daran un valor « para el exponente de (3.4),
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que es el opuesto de la pendiente del segmento que los une. Por tanto, los valores de los
exponentes a en (3.4) son los opuestos de las pendientes de los segmentos que
forman el Poligono de Newton asociado a F(), ¢). Es importante hacer constar que
algunos de estos exponentes seran negativos (los que corresponden a pendientes positivas).
A estos exponentes corresponden las ramas que se van a infinito, y que trataremos en la
Seccién 3.2.2.

Para obtener el coeficiente director, a, de los desarrollos (3.4), hemos de consider-
ar todos los términos que corresponden a puntos del Poligono de Newton de F'(\,¢€)
pertenecientes a un mismo segmento, S, de pendiente —«. Denotemos por Zs el conjunto
de indices, k, para los cuales el punto P, = (k, B)) estd es S, es decir:

IS = {k’ : (k,ﬁk) S S}

Estos puntos corresponden a términos del mismo orden de € en F'(A(¢€), €). Igualando a 0
la suma de los coeficientes correspondientes obtenemos:

a® Fy, = 0. (3.5)

k€Zs

Las soluciones de esta ecuacion son los valores de los coeficientes, a, de los desarrollos
(3.4). Si denotamos

kmaz = maxZLs

kpmin = minZg

la ecuacion (3.5) tiene k,,;, soluciones nulas y un total de k42 — kmin Soluciones no nulas
Y
que corresponden a desarrollos de orden «. Tenemos, por tanto, el:

Teorema 3.2.2 El niumero de desarrollos de orden o de la ecuacion F'(\,€) = 0 coincide
con la longitud de la proyeccion horizontal del segmento S del poligono de Newton de
F (A, €) con pendiente —c.

El procedimiento para determinar el exponente y el coeficiente director de los desa-
rrollos (3.4) es, por lo tanto, el siguiente [53]:

grado n en A:

1. Se traza el Poligono de Newton de F'(),€).

pendientes de los segmentos que forman el Poligono de Newton.

horizontal del segmento, S, de pendiente —a.

de la ecuacion (3.5).

Procedimiento del Poligono de Newton: Dada una ecuacién polindmica (3.2) de

2. Los exponentes directores, «, de los n desarrollos (3.4) son los opuestos de las

3. El ntimero de desarrollos de orden « es la longitud de la proyeccion sobre el eje

4. Los coeficientes directores, a, de los desarrollos de orden ¢* son las raices no nulas

Hemos de advertir que, debido a la expresién (3.4), el procedimiento anterior sélo
nos permite obtener los términos de primer orden de los desarrollos en torno al valor
A =0.85i F(0,0) # 0, el punto (0,0) forma parte de la nube de puntos de F(\,¢) y el
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Poligono de Newton no contiene ningiin segmento de pendiente negativa. En este caso no
hay desarrollos en torno a A = 0. Por otro lado, si Ay € C es un valor para el cual

F(X,0) =0

(es decir: (Mg, 0) es un punto de la curva algebraica definida por la ecuacién (3.2)), existirdn
desarrollos en torno a A\g de la forma:

Ae)=Xo+ae*+....

En este caso los valores a, a se pueden obtener expresando F'(\, €) en torno a Ag:

:ZFk(E /\ )\0 ZFk :FM7 ),
k=0

y aplicando el procedimiento del Poligono de Newton al polinomio F(p,€), donde pu =
A—M\o. Nétese que el coeficiente, Fy(¢) , de ¥ en F(u, €) coincide con el de \* en F'(A+Mg, €).

Ejemplo 3.2.3 Consideremos la ecuacion
Fe) =M1 46 —2X\1+26) + 1+ =0.

La nube de puntos de F(A,€) contiene al punto (0,0). En cambio, si desarrollamos el
polinomio en torno a A — 1 tendremos:

FOe)=A=1)21+e)+(A—1)(—2¢) —3e+e* = p*(1+¢€) +pu(—2¢) —3e + € = F(p, e).

El Poligono de Newton asociado a F'(j,€) consta de un solo segmento que une (0,1) y
(2,0):

Figura 3: Nube de puntos y Poligono de Newton asociado a F'(y, €)

lo que significa que hay dos desarrollos en torno a A = 1 de orden €'/2

Ai(€) =1+ ay €2 4 o(e'/?)
Ao€) = 1+ ag€'/? 4 o(e'/?)

y cuyos coeficientes directores son las soluciones de la ecuacion:
a>—3=0,

es decir: a1 = \/3, as = —/3. O
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3.2.2. Puntos criticos

Si Ag es una raiz de multiplicidad m de la ecuacion
F(X0)=0, (3.6)

entonces habra un total de m desarrollos (3.3) del total de n mencionados en el Teorema
3.2.1 que convergen a \g cuando € tiende a 0. En este caso, € = 0 es un punto critico de
segunda especie de (3.2) [32, p. 93]. Los desarrollos en torno a ) se agrupan en ciclos
[32, p. 99] de k elementos, Ai(€), ..., \x(€), de la forma

/\i(e):)\g—l—Zaije‘j/k N ’izl,...,/{?,
j=1

uno por cada determinacién de €/¥. Ademéds, habrd un nimero v de ciclos que constan
de kq,...,k, elementos, respectivamente, de manera que

k1++k',/:m

Por otra parte, tal y como se indica en el enunciado del Teorema 3.2.1, algunos de los
desarrollos (3.3) pueden tener exponente «; negativo, lo que significa que la serie (3.3)
tiende a infinito cuando € se aproxima a 0. En este caso, el valor ¢ = 0 es un punto
critico de primera especie de (3.2) [32, p. 93]. Eso significa que € = 0 es una raiz de
la ecuacién:

F,.(e) =0.

En general, si
F.(0)=0, F,1(0)=0, ..., F,x1(0)=0, F,_.(0)#0

el punto critico e = 0 tiene multiplicidad « (si F;(0) = 0 para todo j = 0,1,...,n,
diremos que tiene multiplicidad co).

Lema 3.2.4 Si e = 0 es un punto critico de primera especie de (3.2) con multiplicidad
k <mn, hay ezactamente k desarrollos (3.3) con exponente o; negativo.

Demostracion:
Como, por hipétesis, el punto critico € = 0 no tiene multiplicidad oo, podemos escribir

F<)\70) :fn—/i>\n_’{+'--+.f1)\+f07

con f; € C,parai=0,...,n—K,y fn_r # 0. En esta situacién, los puntos (n—~,0) y (n, s)
(para algin s positivo) forman parte del Poligono de Newton de F'(), €). Ademads, no hay
ningin punto de dicho Poligono situado a la derecha de (n — &, 0) sobre el eje horizontal.
Esto significa que la proyeccién sobre el eje horizontal de la parte del Poligono de Newton
con pendiente positiva tiene longitud x. El resultado es consecuencia del Teorema 3.2.2. B

Los k desarrollos del Lema 3.2.4, junto con los desarrollos que se obtienen para cada
raiz de la ecuacién (3.6) conforman el total de n desarrollos mencionados en el Teorema
3.2.1. Estas observaciones estan incluidas en el siguiente Teorema, a modo de resumen de
la presente seccidn.
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Teorema 3.2.5 Sea el polinomio

n

F(he) =Y Fi(e)),

k=0
donde Fy(€) es un polinomio en €, para todo k = 0,...,n, y F,(€) no es idénticamente
nulo. La ecuacion polinomica
F(\e)=0
tiene exactamente n soluciones, Ai(€),..., A\y(€), para cada €, que pueden desarrollarse

en series de potencias y satisfacen:

i) Sie =0 es un punto critico de primera especie de multiplicidad k , hay ezactamente
k soluciones que tienden a infinito cuando € tiende a 0.

ii) Si F(X,0) =[], (A= X)%, entonces hay ezactamente a; soluciones que tienden a
A; cuando € tiende a 0.

En ambos casos, los coeficientes y los exponentes directores de \(€), ..., A,(€) se obtienen
a través del procedimiento del Poligono de Newton.

Demostracidn: i) es consecuencia del Lema 3.2.4.

Para demostrar i7), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que F'(\, €) es irre-
ducible pues, en caso contrario, razonamos de igual forma con cada uno de sus factores
irreducibles. El hecho de que F(A,¢€) es irreducible implica, en particular, que el Poligono
de Newton de FI(\, €) = F(A+ Ay, €) contiene un punto del eje vertical y también el punto
(a;,0), para cualquier i = 1, ..., q. Esto significa que la proyeccién sobre el eje horizontal
del Poligono de Newton de F (A, €) tiene longitud a;. En consecuencia, hay exactamente
a; desarrollos en torno a A;.

Finalmente, nétese que, por definicion de multiplicidad del punto critico de primera
especie, se tiene

K+ar+...+ta;,=n,

es decir: los desarrollos de ) y ii) son los n desarrollos del Teorema 3.2.1.

Ejemplo 3.2.6 El polinomio del Ejemplo 3.1.1
F(\€) = 4N + 507 + XO(1 +€) — AT =53 (2 + 26°) + 9N} (2 — €°) + 6Ae* + €7,

satisface

F(X\0) =M\ —1).
Por tanto, habra

= Cuatro desarrollos en torno a 0,

un desarrollo en torno a 1,

un desarrollo en torno a —1,

tres desarrollos en torno a infinito.
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Por el Poligono de Newton de F'(), €) sabemos que los desarrollos en torno a 0 tienen
grados respectivos 2, 2, 1 y 1. Ademas, los coeficientes directores de los dos primeros son
las soluciones, a, de la ecuacion

9a°> +6a+1=0,
mientras que los de los dos tltimos son las soluciones de
—a*+9=0.

Por lo tanto:
A(e) = —3€ +o(e?)

Xo(€) = —3€ + 0(€?)
A3(€) = 3e + o(e)

Ag(€) = —3e+ o(e) .

Para hallar el orden del desarrollo en torno a 1 consideramos el polinomio
F\e)=FA+1,¢) = 4% + 367%> + \7(5€2 + 144€%) + A5(1 + € + 35¢2 + 336€)+

+A%(6 + 6€ + 1056 + 504€”) + A1 (14 + 15€ + 175€% + 504€®) + A3(16 + 20€ + 1706 + 326¢€°) +
+A2(9+1564+99€% +114€® —9€°) + A (2+ 66+ 38 +66° +-6¢* — 18¢°) +e+9e —66® +6¢* —9e” + ¢

y su Poligono de Newton:

lo que indica que hay un desarrollo en torno a 1 de orden 1 cuyo coeficiente director es la
raiz de la ecuacion:
2a+1=0.

Asi pues:

1
)\5(6):1—564—0(6).

Procediendo de igual forma con la raiz —1, llegaremos a un desarrollo:

Ag(€) = —1+%6+0(€).

Por dltimo, hay un punto critico de multiplicidad 3 en € = 0, lo que significa que
hay tres desarrollos que se van a infinito. Dichos puntos corresponden a un segmento de
pendiente 1. Por otra parte, los coeficientes directores son las raices de la ecuacion

84> +1=0.
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Por lo tanto, los tres desarrollos que tienden a infinito son de la forma:

Aq7(€) = —\3%6’1 +o(e™t)

As(€) = —%6_1 +o(eh)

9

No€) = =€ +o(e™)

donde ( es una raiz cubica compleja de la unidad. 0

Aunque nosotros hemos tratado tdnicamente el caso en que la funcién (3.1) es un
polinomio en A y €, es frecuente encontrar en la literatura el caso, mas general, en que es
una serie analitica en ambas variables [46]:

k=0

En el siguiente Capitulo, nos encontraremos con un caso particular del anterior. Concre-
tamente, con una expresion de la forma

Fve =3 RVe,

con ﬁ(0,0) = 0, donde ﬁ()\) = fr(N)dY(N), siendo fy()\), para k = 0,...,n, un
polinomio en A, y d(\) un polinomio en A tal que §(0) # 0. Si denotamos F'(\,e) =
S h_o fr(A)€¥ | es evidente que F(), €) puede expresarse en la forma Y ;- Fi(e)A\*, para
ciertos polinomios en €, F(€), y, ademas, si A(¢) es una funcién continua de € con A(0) =0,
puesto que §(0) # 0, en un entorno de € = 0 se tiene que

F(A(€),e) =0 F(Ae),e) =0.

Por otro lado, el Poligono de Newton de F (A, €) se puede definir de igual manera a como
se ha hecho para F'(\,¢€), es decir: como el borde inferior de la envolvente convexa de la

nube de puntos de F (A, €), donde un punto («, 3) forma parte de la nube si y sélo si \%€”
tiene coeficiente no nulo en F'(\, €). A partir de la definicién de F()\, €), es evidente que
las partes izquierdas (es decir: las de pendiente negativa) de los Poligonos de Newton de

F(X€) y de F(), €) coinciden. Esto significa que los desarrollos, A(¢), en torno a € = 0

de la ecuacién F(\,€) = 0 para los que A(0) = 0 coinciden con los desarrollos en torno a
¢ = 0 de la ecuacién polindmica F'(\,e) = 0y se pueden obtener usando el Poligono de
Newton. Asi pues, no habrd inconveniente en aplicar la técnica del Poligono de Newton

para funciones del tipo ﬁ()\, €).
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Capitulo 4

Teoria espectral de primer orden en
perturbaciones de haces singulares
cuadrados

4.1. Introduccion

Es bien sabido que la mayoria de los haces matriciales singulares, cuadrados o rec-
tangulares, no tienen autovalores (véase [11, Section 7] y también la Seccién 7.3 de esta
memoria). A pesar de ello, cuando existen, los autovalores de haces matriciales singulares
tienen un papel importante en un buen nimero de aplicaciones como, por ejemplo, las
ecuaciones algebraico-diferenciales [93] y la teorfa de control [80]. En particular, los auto-
valores de ciertos haces singulares son los modos no controlables y no observables de los
sistemas lineales invariantes en el tiempo [13].

En [94] se puso de manifiesto que los autovalores de los haces matriciales singulares
son funciones discontinuas de las entradas de las matrices de coeficientes. Por ejemplo, el
haz

A
A0+)\A1—{O 8]

tiene un unico autovalor igual a 0. En cambio, el haz perturbado

i3 8o 32~ % 57 o

satisface det(ﬁo + )\ﬁl) = —e2(\ — 3)(\ — 10), y, por lo tanto, es regular y tiene dos
autovalores, 3 y 10, para cualquier € # 0. Notese que si el ejemplo anterior se modifica
reemplazando —3 y —10 por cualquier par de nimeros —a y —b, entonces los autovalores
de Ag+ AA; son a y b. Asi pues, perturbaciones arbitrariamente pequenas pueden situar
los autovalores en cualquier punto del plano complejo. La situacion es incluso peor en el
caso de haces rectangulares. Por ejemplo, el haz

)\OO]

A0+/\A1:{0 -

tiene de nuevo un solo autovalor \y = 0, pero el haz perturbado

A0 01“{1 24\ 3}

EOJFA‘&:{OOO 4 5 6

47
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no tiene autovalores para € # 1/2 (y € no nulo), ya que, en este caso, rg (ﬁo + )\0111) =
rg (121\0 + )\El) = 2 para cualquier nimero complejo Ag (incluido el infinito).

Los anteriores ejemplos muestran que existen perturbaciones arbitrariamente pequenas
que pueden cambiar o destruir completamente los autovalores y la estructura espectral
de un haz singular. Esto significa que no podemos esperar una teoria de perturbacion de
autovalores razonable para perturbaciones arbitrarias de un haz singular, y que, por tanto,
habremos de restringir el conjunto de perturbaciones admisibles antes de desarrollar tal
teoria. En este contexto, los casos de haces cuadrados y rectangulares son muy diferentes
entre si, porque, dado un haz singular cuadrado Ay + AA;, casi todas las perturbaciones
pequenas convierten al haz perturbado en regular y, ademaés, algunos de los autovalores
del haz perturbado estan muy préximos a los autovalores de Ay + AAj, en el caso de
que este haz tenga autovalores. Este hecho fue observado en [94]. Por lo tanto, para
un haz cuadrado singular que tiene autovalores, es esperable que se pueda desarrollar
una teoria de perturbacién de autovalores para casi todas las perturbaciones pequenas.
La situacion en el caso de haces rectangulares es justamente la contraria, porque, dado
un haz rectangular, casi todas las perturbaciones pequenas producen un haz que no tiene
autovalores. La razon es que, genéricamente, los haces rectangulares no tienen autovalores
[11, Cor. 7.1]. Por lo tanto, una teoria de perturbaciones para un haz rectangular que tiene
autovalores es posible s6lo para perturbaciones muy especiales que forman parte de una
variedad particular en el conjunto de haces matriciales. Como consecuencia de la anterior
discusion, el estudio de la variaciéon de los autovalores de un haz singular para casi todas
las perturbaciones pequenas sélo tiene sentido si los haces son cuadrados.

El principal objetivo de este capitulo es, dado un haz matricial complejo cuadrado
singular H(\) = Ag+ AA; que tiene autovalores, encontrar condiciones suficientes sobre el
haz M(\) = By+ AB; que permitan desarrollar una teoria de perturbacién de autovalores
de primer orden para los autovalores de

H(\) + eM(N), (4.3)

en términos del parametro €, y, asimismo, desarrollar esta teoria de perturbacién de primer
orden. Estas condiciones suficientes sobre M(\) = By + AB; implicaran que el haz (4.3)
es regular para todo € # 0 suficientemente pequeno, y son genéricas, es decir, se cumplen
para todos los haces salvo aquellos que se encuentran en una variedad algebraica de
codimensién mayor que cero. Esto implica que se cumplen para todos los haces excepto
aquellos que estan en una subvariedad propia en el conjunto de haces matriciales. Bajo
estas condiciones genéricas, obtendremos desarrollos de primer orden para aquellos auto-
valores de (4.3) cuyo limite, cuando € tiende a cero, es un autovalor del haz no perturbado
H(\). Haremos esto tanto para autovalores simples como para autovalores multiples. Los
resultados que presentamos se encuentran en [19] y, por lo que sabemos, es la primera vez
que se obtienen desarrollos de primer orden de autovalores para perturbaciones de haces
matriciales singulares. Merece la pena destacar que estos desarrollos siguen siendo validos
cuando H () es regular, y los que obtendremos en este caso para autovalores multiples
en términos de la forma candnica de Weierstrass son también novedosos.

Con mayor precisién, sea Ao un autovalor finito de H(A) con divisores elementales
(A= Xo)™, ..., (A — Xo)™, o, equivalentemente, con bloques de Jordan de dimensiones
mi, ..., myen la forma candnica de Kronecker de H(\). En esta situacién, demostraremos
que, genéricamente, hay my + ...+ m, autovalores de H(\) + eM(\) con desarrollos

Me) = Ao + c€/P 4 o(€P), (4.4)
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y que, para m, de estos desarrollos se tiene que p = my, para mo de estos desarrollos
p = My, y asi sucesivamente hasta llegar a que p = m, para otros m, desarrollos. Ademas,
encontraremos expresiones explicitas para los coeficientes directores, ¢, de estos desarrollos
(4.4). Nétese que los exponentes genéricos de los desarrollos estdan determinados por los
grados de los divisores elementales de Ay del mismo modo que en el caso regular [46]. En
particular, si el autovalor A\ es simple, entonces p = 1y se puede escribir A(€) = A\g+ce+
O(€?), porque en este caso A(€) es una serie de potencias en ¢, convergente en un entorno
de € = 0. Todas las series en (4.4) son convergentes para e suficientemente pequeno, y
cuando contienen exponentes fraccionarios son llamadas desarrollos de Puiseux.

Demostraremos que los coeficientes, ¢, de los desarrollos (4.4) estdn determinados
por M(\g) y por ciertas bases de los espacios nulos derecho e izquierdo de la matriz
H(Xo). En el caso de autovalores multiples estas bases tienen que estar cuidadosamente
seleccionadas y normalizadas de un modo no trivial. Esta dificultad no esta relacionada
con el hecho de que H(\) es singular, y aparece también en la teoria de perturbaciones
de autovalores multiples de matrices y de haces regulares [90, 47, 46, 51]. En cambio, en
el caso mas frecuente de que A\ sea un autovalor simple, la normalizacién no es necesaria,
cualesquiera bases pueden ser utilizadas, y los resultados adoptan una forma mas sencilla:
si denotamos por W (respectivamente, Z) una matriz cuyas columnas forman una base del
espacio nulo izquierdo (resp., derecho) de H()g), entonces el haz WM (X\)Z +(WT A Z
es genéricamente regular y tiene sélo un autovalor finito. Si este autovalor se denota por
&, existe un unico autovalor de H () + eM(A) tal que

AMe) = X+ Ee+ O(2),

cuando € tiende a cero. Debe senalarse que en el caso simple las condiciones genéricas
son, precisamente, que el haz WT M (\)Z +(WT A, Z es regular y tiene sélo un autovalor
finito. Si H(\) es regular entonces WTM (X)) Z +(WT A Z es 1 x 1,y es regular con sélo
un autovalor finito para cualquier perturbacién M (). Asi pues, en el caso regular,

CWTM(N)Z

&= WTAZ

lo que permite recuperar un resultado bien conocido (véase, por ejemplo, [69, Th. VI.2.2]).

No es posible desarrollar una teoria genérica de perturbaciones de autovectores, porque
los autovectores no estan definidos para haces singulares, ni siquiera para autovalores sim-
ples (véase la Introduccién a esta memoria). El concepto correcto que usaremos en haces
singulares es el de subespacio reductor [81] que hemos discutido en la Seccién 2.6. Tenien-
do en cuenta que el haz perturbado (4.3) es genéricamente regular, no tiene subespacios
reductores y, por tanto, tampoco es posible una teoria genérica de perturbaciones para
subespacios reductores. En cambio, cuando (4.3) es regular, sus autovectores estan per-
fectamente definidos, y es natural preguntarse como estan relacionados estos autovectores
con determinadas propiedades del haz no perturbado H(\) cuando € tiende a cero. Con-
testaremos a esta pregunta describiendo el vector al que se aproximan dichos autovectores.

Como afirman Stewart y Sun [69, Preface|, el andlisis de perturbaciones puede dar
lugar a desarrollos o a cotas de dichas perturbaciones. Como ya hemos mencionado, el
trabajo que presentamos en este capitulo se centra en lo primero, y esta en la linea de una
serie de trabajos previos, en los que se han tratado tanto perturbaciones uniparamétricas
como perturbaciones multiparamétricas. Por un lado, la teoria de perturbaciones uni-
paramétricas de matrices (o0, més en general, operadores) ha sido tratada en profundidad
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en [4, 38, 58]. El término de primer orden de los desarrollos de los autovalores fue descrito
por Lancaster [40] para autovalores simples y por Lidskii [47] para autovalores multiples
(en particular, defectivos) a partir del trabajo de Vishik y Lyusternik [90]. Los resultados
de este tltimo trabajo fueron posteriormente reformulados en [51] utilizando la técnica
del diagrama de Newton. Por otra parte, las perturbaciones de haces matriciales regulares
han sido tratadas en una serie de articulos posteriores. Stewart obtuvo en [67] el término
de primer orden para perturbaciones de autovalores simples. El problema, més general, de
perturbaciones de matrices analiticas (regulares) ha sido tratado por Langer y Najman en
[45] v [46], donde se describe el término de primer orden de los desarrollos de autovalores
multiples (en particular, defectivos). En cuanto a las perturbaciones multiparamétricas,
el caso de autovalores semisimples ha sido el mas tratado. En este caso, los desarrollos
son analiticos, y el problema de primer orden equivale al problema de hallar las derivadas
(parciales) de los autovalores. Sun ha estudiado las perturbaciones de matrices en [72] y de
haces matriciales en [74]. También se ha estudiado el caso semisimple para perturbaciones
de haces matriciales en [96] y de matrices analiticas en [42]. Por tltimo, el caso de auto-
valores arbitrarios (defectivos o no) ha sido tratado por Chu en [7] para perturbaciones
de matrices.

La teoria de perturbacion de autovalores de haces singulares se ha estudiado en una
serie de trabajos previos. Sun [71, 73| considera haces singulares Ao+ AA; de tamano n xn
que son estrictamente equivalentes a haces diagonales y de modo que rg (Ag+AA;) = n—1,
y obtiene cotas finitas de perturbaciones de tipo Gerschgorin, Hoffman-Wielandt y Bauer-
Fike en sentido probabilistico, es decir, suponiendo que los haces perturbadores satisfacen
cierta distribuciéon aleatoria. Asi, los haces perturbadores se pueden considerar genéricos.
Comparados con los resultados de [71, 73], los desarrollos que presentamos en esta memoria
no presuponen ninguna estructura especial sobre el haz de partida, y no son de naturaleza
probabilistica, sino que son, como ya hemos mencionado, resultados de primer orden.

Demmel y Kagstrom [12] han estudiado permutaciones no genéricas muy especificas
de haces singulares cuadrados y rectangulares, y han obtenido cotas para la variacion de
los autovalores y los subespacios reductores. Estas perturbaciones particulares son muy
utiles para acotar los errores en los algoritmos que calculan la forma generalizada de
Schur (GUPTRI) de haces singulares [79, 14, 15]. Finalmente, Stewart [68], considera sélo
haces rectangulares y perturbaciones no genéricas especificas que pueden aparecer en la
practica.

Un planteamiento comun en la teorfa de haces singulares [12, 68, 71, 73] es que el
problema original se reduce a un problema de perturbacion de autovalores de una haz
regular usando el hecho de que las perturbaciones que se consideran tienen propiedades
especificas. Nosotros seguiremos también este enfoque utilizando la forma canénica local
de Smith de polinomios matriciales [26, 28] para transformar el problema original de
perturbacion de un haz singular en un problema regular de perturbaciones. Una vez
hecho esto, aplicaremos la teoria de perturbaciones para problemas regulares desarrollada
en [46]. Ademsds, llevaremos a cabo un considerable trabajo algebraico para presentar los
desarrollos de perturbaciones en términos de magnitudes espectrales intrinsecas de los
haces singulares, esto es, espacios nulos asociados con autovalores, espacios reductores y
la forma canodnica de Kronecker.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 4.2 recuperamos, de
secciones anteriores, la notacién que vamos a utilizar y la adaptamos a las necesidades
de este capitulo. Asimismo, identificamos las bases de los espacios nulos de H()\g) que
contienen la informacién necesaria para obtener los desarrollos de Puiseux (4.4). En la
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Seccién 4.3, presentamos condiciones de genericidad suficientes para la existencia de una
teoria de primer orden de perturbacion de autovalores de haces singulares, y mostramos
cémo transformar este problema de perturbaciones en uno regular. En la Seccién 4.4,
establecemos una conexién entre la forma local de Smith y la forma de Kronecker de haces.
La Seccién 4.5 presenta los desarrollos de autovalores que hemos anunciado: el Teorema
4.5.3 para autovalores finitos multiples, el Corolario 4.5.5 para el autovalor infinito, y
en el Teorema 4.5.6 el resultado, libre de normalizaciones, para los autovalores simples.
Finalmente, en la Seccién 4.6 estudiamos los autovectores del haz perturbado.

4.2. Preliminares

Dado un autovalor finito A¢ del haz singular H(\) = Ay + AA; de tamano n x n, los
subespacios nulos izquierdo y derecho de H()\g) seran esenciales en la teoria de pertur-
bacién de autovalores, como lo son en el caso de haces regulares. Denotaremos a estos
subespacios, respectivamente, por Ny (H(\g)) vy N (H()g)). También serd necesario con-
siderar las intersecciones de estos subespacios con los subespacios reductores minimales, es
decir (recuérdese la notacién introducida en §2.5), N (H(Xo))N"Rr y N (H(N\o))NR. Para
este fin, agruparemos las columnas de la matriz X que da paso a la forma de Kronecker
(2.5) en bloques correspondientes a los bloques de Ky (\) como sigue

X = (X | X Xoo [ Xey [ [ Xy [ Xy [ [ X (4.5)

y las de Y como
Y:[Y)\OIY‘YOO‘Y;H"“‘Y;AYM""lY;M]' (46)

Asi, por ejemplo, Y H(\) X, = L., (\) e Y,] H(A) X, = L] (\). A partir de estas parti-
ciones, definimos los vectores polinémicos

1 1
A A

mN) =Y | | v =X, . i=1,....d (4.7)
A\ P

Estos vectores polindémicos satisfacen ciertas propiedades que se recogen en el Lema
4.2.1. La definicién de base minimal, que hemos introducido en §2.5, serd empleada tinica-
mente para demostrar el segundo apartado del Lema 4.2.2.

Lema 4.2.1 Sean {m(\),...,ma(AN)} v {tb1(N), ..., ¥a(N)}, respectivamente, los vectores
polinomicos definidos en (4.7). Entonces

1. Si el nimero p no es un autovalor del haz cuadrado singular H(X), entonces los
conjuntos {mi(p),...,ma(w)} v {1(p),...,va(u)} son, respectivamente, bases de
los espacios nulos izquierdo y derecho de la matriz H(u). Ademds, estos espacios
nulos son, respectivamente, subconjuntos de Ry y R.

2. Si el numero Ao es un autovalor del haz cuadrado singular H(X), entonces los con-
guntos {m1(Xo), ..., ma(Mo)} v {¥1(Xo),-..,0a(Xo)} son, respectivamente, bases de
Nr(HX)NRy y N (H(X)) NR.
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3. Los conjuntos {mi(A),...,ma(N)} y {t1(N),...,¥a(N)} son, respectivamente, bases
minimales del espacio singular izquierdo y derecho (sobre el cuerpo de las funciones
racionales en \) del polinomio matricial H(\).

Demostracién. Los primeros dos apartados se siguen trivialmente de (2.5). Para el
tercero: es facil demostrar que los conjuntos que se consideran son bases. El hecho de que
son minimales es una simple consecuencia de la teoria de haces singulares, véase el Lema
253. m

Los subespacios considerados en el Lema 4.2.1 admiten muchas otras bases. El Lema
4.2.2 muestra algunas otras que apareceran en las siguientes secciones. Antes de enunciarlo,
queremos hacer constar que, por abuso de lenguaje, de aqui en adelante haremos referencia
en algunas ocasiones a que un determinado conjunto de filas es una base del espacio nulo
de una matriz A (o de un subespacio de este espacio nulo) o de un haz H(\). Con esto
queremos decir que estamos considerando, implicitamente, el producto “a la izquierda”,
yT A, en lugar del producto “a la derecha”, ATy.

Lema 4.2.2 Sea H(\) un haz singular nxn con forma de Smith dada por (2.8). Recorde-
mos que d =n — r. Entonces

1. Si el niimero p no es un autovalor de H(X) las iltimas d filas de P(u) y las dltimas
d columnas de Q(u) son, respectivamente, bases de los espacios nulos izquierdo y
derecho de la matriz H(u).

2. Si el nimero Ao es un autovalor de H(X), las ultimas d filas de P(\o) y las dltimas d
columnas de Q(N\o) son, respectivamente, bases de Ny (H (X)) Ry y N (H(Xg))NR.

3. Las dltimas d filas de P(\) y las dltimas d columnas de Q(\) son, respectivamente,
bases del espacio nulo izquierdo y derecho (sobre el cuerpo de funciones racionales
en A) del polinomio matricial H(\).

Demostracién. Los polinomios matriciales P(A) y Q(A) tienen determinante constan-
te no nulo luego, para cualquier nimero p las filas y columnas de las matrices constantes
P(u) y Q(p) son linealmente independientes. El primer apartado se sigue directamente de
combinar este hecho con la igualdad (2.8). El tercer apartado es trivial. Para demostrar el
segundo apartado, necesitamos trabajar un poco més. Sélo demostraremos el enunciado
para las ultimas d columnas de Q()\g), pues el resultado para las filas de P()g) es similar.
Por el apartado 3 y el Lema 4.2.1, las ultimas d columnas de Q(\) son combinaciones
lineales de {11(A),...,¥qa(N)} con coeficientes polindmicos, porque {11(A), ..., ¥a(A)} es
una base minimal del espacio nulo derecho de H(\) [24, p. 495]. Si estas combinaciones
lineales se particularizan para A = g, obtenemos que las ltimas d columnas de Q(\g) son
combinaciones lineales de {1;(\),...,%a(Xo)}. Como ambos conjuntos son linealmente
independientes, generan el mismo subespacio de C". m

Noétese que, para cualquier autovalor Ay de H(\), se sigue de (2.5) o (2.8) que

dim Ny (H(X)) = dim N (H(X)) = d + g, (4.8)

donde ¢ es la multiplicidad geométrica de Ay, es decir, el nimero de bloques de Jordan
asociados con \g en la FCK de H (). Hasta el momento, solamente hemos determinado
las bases de N (H(Xo)) N Ry y N (H(X\g)) N'R. Ahora completamos estas bases para
conseguir bases de los subespacios N (H (X)) v N (H(\o)). Es esencial destacar que
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cualquier base de N (H(Xo)) "Ry y N (H(XAo)) NR se puede utilizar en los desarrollos
de perturbaciones que presentamos, pero para los autovalores mailtiples se deben anadir
unos vectores muy particulares para conseguir las bases de Ny (H (X)) y N (H(\o)) que
necesitamos. Estos vectores estdn relacionados con la FCK de H(\) (2.5), y son descritos
en el resto de esta seccion.

Vamos a especificar un poco més la estructura espectral asociada con el autovalor
finito \p en la FCK (2.5) del haz singular H (). La notacién que emplearemos volverd a
aparecer en la Seccién 5.4. Sea la matriz Jy, de la forma

J)\o = dlag (Jrlbl ()‘0)7 ceey Jrﬁ ()‘0)7 R Jéq()‘o)a R J;Z()\o))a (49)
donde, para cada ¢ = 1,...,q, las matrices Jffi()\o)7 k=1,...,r;, son bloques de Jor-
dan de dimensién n; x n; asociados con \g. Suponemos los bloques de Jordan, Jﬁi()\o) ,
ordenados de manera que

ny <ng < ..<ng. (4.10)

Como se ha mencionado en §2.4, las dimensiones n; son las multiplicidades parciales de
Ao, v nos referiremos a la particién (4.9) como la estructura espectral de Ao en H ().

Sea a la multiplicidad algebraica de Ay y sean Y), (resp. X,) las matrices que aparecen
en (4.6) (resp. (4.5)), es decir, la matriz cuyas columnas son las primeras a columnas de
la matriz Y (resp. X) de (2.5), y particionemos

V= | Y| |yl ],
(4.11)
Xag = | X0 || x| X X ]

de manera conforme con (4.9). Denotaremos por z¥ a la primera columna de Xﬂfi, y por
y¥ a la tltima columna de Y,F. Con esta eleccin, cada zf es un elemento de N'(H(\o))
pero no un elemento de R, y cada y* es un elemento de N7(H()\g)) pero no un elemento

de Rr. Ahora, para cada i = 1, ..., ¢ construimos las matrices
L; = [ T Vi ], R; = [ T .. .o }
y
Wi=[L ... L], Zi=[Ri...R; ]. (4.12)

En esta situacién, las dos cantidades

q q
a = E N, g = E Ti,
i=1 i=1

son, respectivamente, la multiplicidad algebraica y geométrica de \g. Finalmente, para

cada j =1,...,q, definimos
q

fi=Y_ris fu1=0 (4.13)

luego, tanto W; como Z; son matrices de tamatnio n x f;. En particular, f; = g.
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Si H(A) es regular, las matrices W; y Z; contienen, respectivamente, bases de los
autovectores izquierdos y derechos asociados con )y, es decir, bases de los espacios nulos
izquierdo y derecho de H(\g). Cuando H (M) es singular, necesitamos anadir a Wy y Zi,
respectivamente, bases de Ny (H(Xg)) N Ry y N (H(Xg)) N'R para obtener las bases de
Nz (H(No)) y N (H(XNo)) que necesitamos.

4.3. Existencia de desarrollos

Esta seccion esta dedicada a caracterizar las perturbaciones genéricas, M (\) = By +
ABjy, para las que todos los autovalores del haz perturbado (4.3) son series de potencias
en € (eventualmente con exponentes racionales), y tal que tomando los limites de estas
series cuando € tiende a cero se obtienen todos los autovalores, finitos o infinitos, del haz
cuadrado singular H(\) = Ay + AA;, junto a ciertos nimeros (o infinitos) que quedan
determinados por M(A) y no son autovalores de H(\). En el proceso, mostraremos c6mo
transformar el problema original de perturbacién del haz singular H(A) en un problema
de perturbacién regular.

La forma candnica de Smith (2.8) serd fundamental en esta seccién. En aras de la
simplicidad, expresaremos (2.8) en bloques como

rview = | i) | s@memi= | Y 0L

Odxd

donde Dg(\) = diag (hi(A), ..., h.(\)), y las dimensiones de P;(\) y Q1(\) se toman de
acuerdo a esta particién. Veremos que las condiciones genéricas sobre las perturbaciones
estan relacionadas con los bloques de la matriz (4.14). El siguiente lema expresa de varias
formas equivalentes estas condiciones.

Lema 4.3.1 Sea H()\) = Ay + AA; un haz singular n X n con forma candnica de Smith
dada por (4.14), y M(\) = By+ ABy otro haz n x n. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes

1. det( Po(\) M(X) Qs(\) ) £ 0.

2. Existe un ndmero u, que no es un autovalor de H(X), y tal que

det( Py M(p) Q2 ) # 0,

para cualquier par de matrices P, € Céxn Y @2 € C™ cuyas filas y columnas,
respectivamente, son bases de Ny (H(w)) y N (H(p)).

3. Existe un numero i, que no es autovalor de Ay + NAg, y tal que
det(ﬁg (Bl + ,U/BO) @2) 7£ O,

para cualquier par de matrices ﬁg € CPn y @2 € C™? cuyas filas y columnas,
respectivamente, son bases de N (A1 4+ nAg) y N (A1 + pAy).

Demostracién. Nétese que p(\) = det( Po(A) M(X) Q2(A) ) es un polinomio en A, por
lo que serd el polinomio nulo si y sélo si p(u) = 0 para cualquier p. Nétese también que
p(p) # 0 para algin p si y sélo si p(u) # 0 para algin p que no es un autovalor de
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H()). Por tanto, la primera afirmacién es equivalente a la existencia de un valor p que
no es autovalor de H () y tal que det( Pa(u) M(p) Q2(pt)) # 0, y la equivalencia con la
segunda afirmacion se sigue del Lema 4.2.2, porque Q3 = Qa(11)S y Py = T Py(p) con S
y T ciertas matrices invertibles. La equivalencia entre la segunda y la tercera afirmacion
se sigue de los hechos de que p se puede tomar distinto de cero, que los espacios nulos de
AO + pA; y de (1/M)Ao + A; son iguales, y que P, (Bo + MB1) ()5 es regular si y sélo si

P, ((1/p) By 4 By) Qs es regular. m

Observemos que, si tanto el haz H(\) como las matrices P(A) y Q(A) de (4.14) estan
fijados, entonces

det( Po(A) M(A) @2(A)) # 0

es una condicién genérica sobre el conjunto de haces perturbadores By + ABj, porque no
se cumple Unicamente en la variedad algebraica definida igualando a cero todos los coe-
ficientes del polinomio p(A) = det( Py(X\) M () Q2()) ). Estos coeficientes son polinomios
multivariables en las entradas de By y B;. Nétese también que el tercer apartado del
Lema 4.3.1 significa que la condiciéon se cumple simultdneamente para los haces duales.
El Teorema 4.3.2 traduce el problema original de perturbacion de autovalores de un
haz singular (4.3) en un problema regular de perturbacién de las raices de un cierto poli-
nomio. Combinando este hecho con algunos resultados clasicos de la Teoria de Funciones
Algebraicas (véase, por ejemplo, [32, Ch. 12]) se obtienen las siguientes conclusiones.

Teorema 4.3.2 Sea H(\) un haz singular n X n con forma canénica de Smith dada por
(4.14), y M(X) otro haz n x n tal que det( Po(X) M(X) Q2(N)) # 0. Entonces

1. Existe una constante b > 0 tal que el haz H(\) + eM(X) es reqular siempre que
0 < le| <b.

2. Para 0 < le| < b los autovalores finitos de H(X) + eM(X) son las raices de un
polinomio en \, p.(\), cuyos coeficientes son polinomios en €. Ademds, cuando e = 0,

po(A) = det( Ds(A)) det( Po(A) M(A) Q2(A) ). (4.15)

3. Sea € tal que 0 < || < b, entonces los n autovalores', {\i(€), ..., A\u(€)}, de H(N) +
eM(X) pueden desarrollarse en series de potencias (fraccionarias) de €. Ademds,
algunas de estas series pueden contener términos con exponentes negativos y tienden
a oo cuando € tiende a cero. El resto de las series convergen en un entorno de € = 0.

4. Si los autovalores finitos de H(X) son {p1,...,ux}, donde los elementos comunes
se repiten de acuerdo a su multiplicidad algebraica, entonces existe un subconjunto

{Ni(€),... N (e)} tal que
5. Si el haz H(\) tiene un autovalor infinito con multiplicidad algebraica p, entonces

existe un subconjunto { N, (€),..., N, (€)} tal que

lii%/\lj(e):oo j=1,...,p.

'Es bien sabido que cualquier haz regular n x n tiene exactamente n autovalores, si se cuentan los
finitos e infinitos [69, Ch. VI].
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Demostracién. Particionemos el producto P(\) M () Q(\) conforme con (4.14) en

la forma
POy QU = [ B0 B0 ]

Esto significa que Bas(A) = Py(A) M () Q2(N). Entonces

det( H(A\) + eM(N\)) = C det { Dg(X) 4+ €B11(A)  €Bia(A) 1 |

€Bs1 () € Bz ()

donde C' es la constante no nula C' = 1/ det(P(\) Q())). Entonces

det( H(A) +eM(X)) = C e det [ DS(AE)B;EiH(A) gzg; } '

Definamos el polinomio en A cuyos coeficientes son polinomios en €

- D ()\) + 6311()\) B12(>\>
pe(N) = det [ s By (V) Boy(\) } ,
para escribir
det( H(A) 4+ eM (X)) = C e p(N). (4.16)
Es obvio que cuando € =0
po(A) = det( Ds(A) ) det( Baz(A)). (4.17)

Sabemos que det( Dg(A)) # 0, y, por lo tanto, det( Bag(A)) # 0 implica que H(\) +
eM () es regular en un disco punteado 0 < |e| < b. Esto es obvio por continuidad: si
det( Dg(u)) - det( Baa(p) ) # 0 para algin ndmero fijo p, entonces p.(u) # 0 para €
suficientemente pequeno, porque p.(x) es una funcién continua de e. Ademds, siempre
que 0 < |¢| < b, la ecuacién (4.16) implica que z es un autovalor finito de H(X) + eM(N)
si y s6lo si p.(z) = 0. Luego, el primer y segundo apartados del Teorema 4.3.2 quedan
demostrados.

Notese que hemos reducido el problema original de perturbacién de autovalores al
estudio de la variacién de las raices del polinomio p.(\) cuando € tiende a cero. Pero
como los coeficientes de este polinomio son, a su vez, polinomios en € este es un problema
clésico resuelto por la Teoria de Funciones Algebraicas, véase, por ejemplo, [32, Sections
12.1-12.3]. En particular, el tercer apartado es una consecuencia de esta teoria (para
autovalores infinitos se pueden aplicar argumentos similares al autovalor cero de los haces
duales). Simplemente comentamos que si el grado de p.(\) en X es d; y el grado de
det( Dg(N)) - det( Baa(\) ) es 0o < 01, entonces un total de d; — 0y raices de p(\) tienden
a infinito cuando € tiende a cero. El cuarto apartado es, de nuevo, una consecuencia de
la, Teoria Algebraica de Funciones y (4.17), dado que las raices que permanecen finitas
tienen como limites las raices de det( Dg(\)) - det( Bag(\) ), v las raices de det( Dg(\))
son precisamente los autovalores finitos de H(\).

El dltimo apartado se puede demostrar aplicando los resultados previos al autovalor
cero del haz dual de H(\) + eM(A), y teniendo en cuenta que A;(€) es un autovalor de
H(X\) 4+ eM(X) siy solo si 1/\;(e) es un autovalor del haz dual. m

El Teorema 4.3.2 nos da una condiciéon suficiente para la existencia simultanea de de-
sarrollos de perturbaciones para todos los autovalores de H(A) +eM(\). Algunos de estos
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desarrollos tienen por limites las raices de det( Py(A\) M () Q2(N) ), que quedan comple-
tamente determinadas por la perturbacién M (A), y el resto de los desarrollos tienen por
limites los autovalores de H(A). La condicion det( Pa(A) M (A) Q2(A)) # 0 se puede re-
lajar si estamos tunicamente interesados en la existencia de algunos de estos desarrollos.
Ademas, el Teorema 4.3.2 es un resultado muy simple que no nos dice cudles son estos
desarrollos, o cudles son sus coeficientes y exponentes directores. Obtendremos esta infor-
macién en la Seccién 4.5, con el coste adicional de imponer condiciones mas especificas. El
punto principal del Teorema 4.3.2 y su demostracién es que, genéricamente, la teoria de
perturbacion de primer orden de autovalores de haces singulares cuadrados es simplemente
un problema usual de perturbaciones de las raices de un polinomio cuyos coeficientes son
polinomios en el parametro de la perturbacion.

Ejemplo 4.3.3 Apliquemos los resultados de esta seccién al primer ejemplo (4.1) que
hemos presentado en la Introduccién. Notese que, en este caso, ,

<[ 8], wo=[L8 3] o[23]

y P(A) y Q()\) son, ambas, la matriz identidad 2 x 2. Por lo tanto,
Py(A) M(A) Q2(A) =0

(es la entrada (2,2) de la perturbacién) y el Teorema 4.3.2 no puede aplicarse. Si la
perturbacién M () se modifica con Mag(A\) = 22 + Adaa # 0, entonces puede comprobarse
que los limites cuando € tiende a cero de las raices del polinomio det(H(X) + eM(A)) =0
son precisamente las raices de po(A) = (a2 + Adag), que es (4.15) en este ejemplo. Luego,
para € suficientemente pequeno, hay siempre una raiz préxima a cero. Otras observaciones
interesantes que pueden comprobarse facilmente son: (i) si dyys = 0 entonces una de las
raices tiende a infinito; (ii) si cyp = 0 ambas raices se aproximan a cero como +c ¢'/2 +
o(e'/ 2). En este tltimo caso la perturbacién hace que el autovalor simple A = 0 del haz
H(\) se comporte como un autovalor doble desde el punto de vista de las perturbaciones.
La teoria que desarrollaremos no cubre este tipo de situaciones no genéricas. Finalmente,
notese que, aunque la perturbacion

M(A):{)\ES 3}

no satisface las hipétesis del Teorema 4.3.2; se tiene que det (H(\)+eM (M) = —e2 A(A—3),
luego A\g = 0 es un autovalor simple del haz perturbado para cualquier valor de e. Por
lo tanto, la hipétesis genérica det(Pa(A) M(A) Q2(A)) # 0 del Teorema 4.3.2 es suficiente
pero no necesaria para la existencia de desarrollos. ([l

4.4. De la forma de Kronecker a la forma local de
Smith

Los resultados de la Seccion 4.3 muestran que la forma candénica de Smith tiene un
papel relevante en la teoria de perturbaciones genéricas de autovalores de haces matri-
ciales singulares. No obstante, la forma candnica de Smith no revela toda la informaciéon
espectral de los haces singulares, al contrario de lo ocurre con la FCK. De hecho, como
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hemos visto en §2.4.1, es facil encontrar ejemplos de haces con la misma forma de Smith,
pero diferentes formas de Kronecker. El propésito de esta seccion es relacionar las matri-
ces que transforman un haz en su FCK con las matrices que transforman el mismo haz
en su forma local de Smith que, como sabemos, revela el rango del haz y los divisores
elementales correspondientes a un autovalor concreto Ay del haz.

Recordemos que la forma local de Smith en \g (2.9) se obtiene por equivalencia local
en \o a partir de dos matrices Py, vy ()»,. Estas matrices pueden obtenerse a partir de las
matrices de paso a la forma de Smith (2.8), P(\) y/o Q()) (sélo una es necesaria) multi-
plicandolas por las inversas de matrices polinémicas diagonales cuyas entradas diagonales
no se anulan en A\g. Las matrices Py,(\) v Qa,(A) de (2.9) no son tnicas. En esta sec-
cién, relacionaremos la forma de Kronecker con la forma local de Smith mostrando que es
posible transformar las matrices constantes X e Y de la FCK (2.5) para obtener matrices
racionales especificas Py,(\) y @, (A) que satisfacen la igualdad (2.9). El procedimiento
sera el siguiente:

i) Transformar H(\) en su FCK, Ky (), por medio de X e Y como en (2.5).

it) Transformar Ky (\) en Ay, (A) por medio de matrices racionales Py () y Q1()), tales
que det(Py(A)) = 1/p(A), det(Q1(N)) = 1/¢q(N), donde p(A) y g(A) son polinomios
que satisfacen p(Ag) # 0y q(XAg) # 0:

P Kr(N)Q1(A) = Ay, (A).
i) Tomar Py,(A\) = PLNYT y Q5,(N) = XQ1(N).

Estas matrices evaluadas en \g, esto es, Py,(Ag) ¥ @, (o), estén estrechamente rela-
cionadas con las matrices Wy y Z; definidas en (4.12).

Comenzaremos especificando las transformaciones dependientes de A que se emplearan
en el paso ).

Lema 4.4.1 Sea \g un niumero complejo. Entonces
a) Para cada entero positivo k se tiene
Pe(A = X0) (AL, — Je(X0))Qr(A — Ao) = diag (A — Ao)*, 1,..., 1),

donde las matrices

Dt W | 1 0o ... 0

: R ok A 0o ... —1 ok
A=| T et = | T T e

1 )\kfl -1

son matrices polinomicas con determinante constante no nulo iwgual a £1, es decir,
wnvertibles para todo \.

b) Para todo \; # Ao y cada entero positivo k ezisten dos matrices k X k, ﬁ,z()\) Y

@};(A), tales que una de ellas es una matriz polinomial con determinante constante
no nulo, y la otra tiene entradas racionales cuyos denominadores son (A — \;)¥ 6 1
y determinante £1/(X — X)), y

BiN AL — (M) Qi(N) = L.



4.4. De la forma de Kronecker a la forma local de Smith 59

c) Para cada entero positivo k se tiene
(I = A(0) @ (A) = I,

donde la matriz

IR S Ut
| D WD U
Zo()\): E(Ckxk
A
- 1 -

tiene determinante constante no nulo igual a 1.

d) Para cada entero positivo o se tiene

0 1
Le(AN)Coi1(A) i= B, := c (CUX(UH),
0 1
donde la matriz
o )
A —1
Crr(N) = A2 - —1 c CletDx(e+1)

i 2\ _)\O‘—l =N —1 |

tiene determinante constante no nulo igual a +1.

Demostracién. Los apartados a), ¢) y d) pueden comprobarse facilmente. Para de-
mostrar b), nétese que una transformacién andloga a la que se ha descrito en a) trans-
forma cada bloque (Al — Jx()\;)) en diag (A — \;)*, 1,...,1), para \; # \g. Multiplican-
do a la derecha por diag (A — \;)7%,1,...,1) llegamos a Ij. Nétese que det(diag (A —
)\Z‘)ik, 1,..., 1)) = ()\ — )\2)71g |

Ahora podemos especificar las matrices mencionadas Py, (Ag) y @, (Ao). Esto involucra
a los espacios singulares izquierdo y derecho del haz (o subespacios reductores minimales),
y a los espacios nulos izquierdo y derecho asociados con un autovalor finito Ay, es decir,
Nr(H(Xo)) y N(H(Xg)), que aparecen en la Seccién 4.2.

Lema 4.4.2 Sea H(\) un haz singular n x n con FCK dada por (2.5), con subespacio
singular derecho R, y subespacio singular izquierdo Rr. Sea \g un autovalor finito de H ()
con estructura espectral (4.9). Sean Wy y Zy las matrices definidas en (4.12), denotemos
por Wr € C¥" q una matriz cuyas columnas forman una base de Nopo(H(Xg)) "Ry, y por
Zr € C4 g una matriz cuyas columnas forman una base de N'(H (X)) N'R. Sea Ay, (N)
la forma local de Smith de H(\) en A\ definida en (2.9). Entonces, existen dos matrices
Py, (N) y Qx(N), cuyas entradas son funciones racionales con denominadores no nulos en
o, det(Py,(N)) = 1/p(N), det(@xr,(N)) = 1/q(N), donde p(N\) y q(\) son polinomios que
satisfacen p(Ag) # 0 # q(No), de modo que

Py, (M) H(N)Qx () = Ay, (A,
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Pyo)=[W1 + Wr ], QX)=[2Z * Zz], (4.18)

donde las columnas denotadas con * no se especifican.

~

Demostracién. Primero, agrupamos en dos matrices diagonales por bloques, P(\) y
@()\), todas las transformaciones ﬁ,i(/\) y @}C(/\), como en el Lema 4.4.1 b), correspon-
dientes a los bloques de Jordan asociados con los autovalores finitos A\; # \g. También
construimos una matriz diagonal por bloques, Q. (), de dimension ae X Goo (a0 €s la
multiplicidad algebraica del autovalor infinito) que incluye todas las matrices Q°(\) del
Lema 4.4.1 ¢) correspondientes a los bloques de Jordan asociados con el autovalor infinito.

Ahora, si definimos

Py(N) = diag (P, (A = Ao), -« o, Puy(A\ = Xo), PON), L, I, CF (M), .., CT L (M),

con € dado por (2.7), y

~

QU()‘) = diag (Qm ()‘ - >‘0)7 s 7an()‘ - >‘0>7 Q()‘)v QOO()‘)’ C€1+l()\)v SR C€d+l()‘)7 In)a

donde 7 estd dado por (2.7), y los bloques diagonales P, () y @, (-) son como se han

definido en el Lema 4.4.1 a), y donde C., 1, C’nTjJrl son como en el Lema 4.4.1 d), entonces

ni Ngq
7\ 7N\

7 N 7 N

Po( AN Kg(MN)Qo(N) = diag (A — Xo)™, 1, ..., 1, ... ,(A= X)), 1,..., 1,1, B, ...
...,B.,.BI,....Bl),
y cada bloque diagonal de la forma diag (A — A\o)™,1,...,1), parai =1,...,q, aparece
repetido r; veces. Por tanto, hay g = > 7, r; de estos bloques.

Una permutacién final de las filas y columnas de esta matriz nos lleva a la forma
local de Smith en \¢. Esta permutacion lleva la primera fila y la primera columna co-
rrespondientes a un bloque diagonal, diag ((A — X\g)™,1,...,1)), a las primeras ¢ filas y
columnas de Ay, (). Por otro lado, las tltimas d filas nulas (resp. las ultimas d columnas
nulas) de Ay, (\) proceden de las primeras filas (resp. las primeras columnas) de cada
uno de los d bloques singulares Bg; (resp. B,) anteriores. Si denotamos por II; y II, las
correspondientes matrices de permutacion izquierdas y derechas, podemos definir

P(A) = LB (A, Qi(A) = QoML

PO =PWYT, Q) =XQi(\).

Las matrices P(Xg) y Q(Xo) son como las que se han descrito en (4.18) para una
eleccién especifica de Wr v Zi. Para ver esto, solamente necesitamos seguir la pista a
las columnas de Y (resp., a las de X)) tras multiplicar a la izquierda por P;()g) (resp.,
a la derecha por @Q1()\o)). Primero, nétese que, para cada k = nq,...,n,, la matriz de
permutacién Pg(0) incluye una transposicion de las filas, mientras que la multiplicacién
a la derecha por Q(0) mantiene la primera columna fija. Asi pues, usando la notacién
del parrafo que sigue a la ecuacién (4.11), la multiplicacién a la izquierda por Py(Ao)
mueve cada vector fila (yf )T a la primera fila en su bloque correspondiente, mientras que
la multiplicacién por Qo(Ag) a la derecha mantiene los vectores columna :Uf inalterados.
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La multiplicacién final por II; y TI, lleva los vectores (y/)” (resp., x]) a las primeras g
filas de P(\g) (resp., a las primeras ¢g columnas de Q(\g)). Por lo tanto, obtenemos que

POo)=[M]+]", Qo) =[2|x].

Igual que para las ultimas d filas de P (Xo), tomemos las filas de YT correspondientes
a un bloque YnT de los que aparecen en (4.6). La multiplicacién a la izquierda por Py(Ag),
restringida a estas filas, nos da el producto

OT_H()\())Y;]];:[WZ()\()) X ... X

T
i i|

de acuerdo con (4.7), y las entradas denotadas con * carecen de relevancia en nuestro
argumento. La permutacién final IT; mueve las filas 71 (A\o)7, ..., ma(Ao)T a las tltimas d
filas de ﬁ()\o). Un argumento similar con las columnas de X nos da el correspondiente
resultado para @()\0). Hemos obtenido, hasta el momento, que

POo)=[ Wi * mo) .. mah) ], Qo) =[Z1 * ti(Xo) ... wa(Mo) ],

con los vectores polinémicos m;(\) v 1;(A) como se definen en (4.7). Estas matrices son,
por el Lema 4.2.1, del tipo que aparece en (4.18). Finalmente, para obtener cualquier base
Wgr de Nr(H (X)) N Rr, vy cualquier base Zr de N(H(\g)) N'R, multiplicamos por las
matrices diagonales por bloques

P\ =diag (In_q, E) LV YT, Q(\) = X Q1(\) diag (In_q, F),

donde E y F son matrices constantes invertibles de tamano d x d m

4.5. Desarrollos de Puiseux para los autovalores del
haz perturbado

Dado un autovalor finito Ay de un haz cuadrado arbitrario H(\), regular o singular,
regresamos a nuestro problema central: obtener, bajo ciertas condiciones de genericidad en
las perturbaciones M (), desarrollos, al primer orden, de los autovalores de la perturbacién
en términos del pardmetro e para aquellos autovalores del haz perturbado (4.3) cuyo
limite es A\g cuando ¢ tiende a cero. Los coeficientes directores de estos desarrollos son los
autovalores de cierto haz regular auxiliar que se construye a partir de la matriz M(X\g) y
de ciertas bases de los espacios nulos izquierdo y derecho de H()). Para los autovalores
simples veremos que podemos utilizar cualquiera de estas bases, pero para autovalores
multiples tendran que utilizarse unas bases normalizadas de un modo no trivial con el fin
de construir estos haces auxiliares. En la Seccion 4.5.1, definimos estos haces auxiliares
y demostramos algunas de sus propiedades basicas. En la Seccién 4.5.2, presentamos los
desarrollos de las perturbaciones para autovalores finitos. Los desarrollos para el autovalor
infinito se obtienen a partir de los desarrollos del autovalor cero en el haz dual. Estos
desarrollos se presentan en la Seccién 4.5.3. Finalmente, los desarrollos para autovalores
simples se estudian en la Seccién 4.5.4.
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4.5.1. Haces auxiliares

Recordemos algunas de las matrices que hemos definido previamente. Dado un auto-
valor finito A¢ del haz cuadrado H () con FCK dada por (2.5) y estructura espectral de
Ao dada por (4.9), consideramos las matrices W; y Z;, i = 1, ..., q, definidas en (4.12). De-
notemos por Wyg € C*?¢ vy Zp € C"*? dos matrices cuyas columnas forman una base de,
respectivamente, Nop(H (X)) N Ry y N(H (X)) N'R, donde, recordamos, Ry y R son los
subespacios singulares izquierdo y derecho de H(\) (véase la Seccién 2.5), y Np(H (X))
y N(H(\g)) son los espacios nulos izquierdo y derecho de H(\g). Denotaremos por ®; a
la matriz de tamano (g + d) X (g + d)

Wy

Oy = | i M) [ Zv Zr . (4.19)
R

Recordemos que las columnas de [W; Wx] son una base de Np(H()\g)), v las columnas

de [Z) Zg] son una base de N'(H()\)). Recordemos también las dimensiones f; definidas

en (4.13) y, para cada j = 1,...,q, definamos

WjT

como la submatriz principal inferior derecha de tamano (f;+d)x(f;+d) de ®,. Finalmente,
definimos
Byrr = Brlg+ 1, g+ d) = WEM(h) Ze. (421)

Notese que cada ®; estd anidada como una submatriz principal inferior derecha de
®;_;. Notese también que si H(\) es regular, entonces ®; es, simplemente,

®; =W/ M(N\)Z;. (4.22)
Estas notaciones se ilustran en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.1 Consideremos el haz

A—1 0 0O 0 0 0
0 A1 -1 0 0 0
0 0 A=10 0 0
H(\) = 0 0 0 X -1 0 |
0 0 0 0 0 )\
0 0 0 0 0 —1

que esta dado en forma de Kronecker. Tiene un tnico autovalor finito igual a Ay = 1 con
multiplicidad algebraica 3, y dos bloques singulares, uno derecho y el otro izquierdo, con
indices minimales iguales a 1. De acuerdo con nuestra notacién de (4.9) y de la Seccién
2.3, tenemos

le]_, nlzl, 7"2:]_, ’I’L2:2, d:]_, 81:771:]_.

Si tomamos el haz perturbacion

21 -1 1 1 2 0 2 31 2 0
01 -2 3 1 4 1 1 -13 2 1
39 1 -1 2 1 1 0 02 3 1
MN=130 2 5 1 o™ 4 1 26 1 2/
03 1 1 1 2 0 0 01 2 -2
51 0 0 -2 -2 5 -1 21 -3 0]
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entonces la matriz ®; es

10
100 8(1) 2 35
o =100 1 M) |——7 =426,
011 ) 031
- 0_

donde se ha hecho uso del Lema 4.2.1 para construir las matrices Wr v Zr. Ademas,

2 6

Asociados con las matrices ®;, j =1,...,¢q, definimos

Ej = diag(],«j, 0(fj+1+d)><(fj+1+d)) s ] = 1, .5 q. (423)

Nétese que E; es una matriz (f;+d) x (f;+d). Los haces que se necesitan en los desarrollos
de las perturbaciones que expondremos son ®; + (F;, j = 1,...,q. Algunas propiedades
de estos haces se presentan en el siguiente Lema 4.5.2.

Lema 4.5.2 Sean ®; y E;, j = 1,...,q, las matrices definidas, respectivamente, en (4.20)
y (4.23), y Dy la matriz definida en (4.21). Si la matriz @41 es invertible, entonces

1. El haz ®; + CE; es regular y tiene exactamente r; autovalores finitos.

2. Los autovalores finitos de ®; + (E; son los opuestos de los autovalores del comple-
mento de Schur de ®;1; en ;.

3. St, ademds, ®; es invertible, entonces los r; autovalores finitos de ®; + CE; son
todos distintos de cero.

Demostracion. Expresemos

o, [Cn Co }

| Oy Py
Entonces i
Cu+¢l,, Ci
. +(E; = i ,
i o i Con D,

‘ ' I, 0] _ | Cu— Cqu)j:,}l Cor + (L, Cho
(@54 ¢E)) { ~07}, O I} a [ 0 Qi1 |

El haz que aparece en el término derecho de la ecuacion anterior es estrictamente equi-
valente a (®; + (E;), luego el primer apartado se sigue facilmente. Si ®; es invertible,
entonces Cp; — C’12<I>j_j1 (U5 es también invertible, lo que significa que todos sus autovalores
son distintos de cero. m
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4.5.2. Desarrollos de primer orden para autovalores finitos

Ahora estamos en disposicion de demostrar el Teorema 4.5.3, que es el resultado mas
importante de este capitulo. La demostracion de este teorema tiene dos partes: la primera
utiliza la forma local de Smith para transformar el problema original de perturbacién de
autovalores de un haz que puede ser singular en un problema de perturbacion regular. La
segunda parte aplica a este problema de perturbacién regular las técnicas desarrolladas
en [46] para obtener el primer orden de los desarrollos de las perturbaciones de los au-
tovalores. Esta segunda parte es muy similar a la demostraciéon que aparece en [46, pp.
798-801]. Después de la demostracién del Teorema 4.5.3, discutiremos la genericidad de
las condiciones impuestas sobre las perturbaciones y compararemos estas condiciones con
las del Teorema 4.3.2. Nétese que si el haz H(\) es regular entonces la matriz ®,.; no
existe, y las condiciones sobre esta matriz no son necesarias.

Teorema 4.5.3 Sea H(\) un haz matricial arbitrario (singular o no) de tamano nxn con
forma de Kronecker (2.5), y M(X) otro haz de la misma dimensién. Sea \g un autovalor
finito de H () con estructura espectral dada por (4.9) y (4.10). Sean ®; y E;, j =1,...,4q,
las matrices definidas en (4.20) y (4.23), y ®,11 la matriz definida en (4.21). Si det @44 #
0 para algin j € {1,2,...,q}, sean &, ..., &, los r; autovalores finitos del haz ®;+CEj, y
(§T)§/nj, s=1,...,n4, las n; determinaciones complejas de la nj-ésima raiz de la unidad.
Entonces, en un entorno de € = 0, el haz H(X) + eM(\) tiene rjn; autovalores que
satisfacen

NP(€) = Ao+ (&) €M o(e™) ) r=1,2,,15, s=1,2,..,n;, (4.24)

donde €'/™ es la determinacion principal’ de la n;-ésima raiz de €. Mds ain, el haz
H(\) + eM()) es regular en el mismo entorno para € # 0. Si, ademds, det®; # 0,
entonces todos los valores &, de (4.24) son no nulos, y los desarrollos (4.24) son todos los
desarrollos en torno a A\ con exponente director 1/n;.

Demostracion. La demostracion se basa en la forma local de Smith del Lema 4.4.2.
Nos restringimos al caso en que A\g = 0. Si A\g # 0, basta con hacer la traslacién = A— Ao
en la forma local de Smith: Py (A — Ao + Ao) H(A — Ao + X)) Qg (A — Ao + No) = Ay, (A —
Ao + Ao), definir P(p) = Py (1 + Xo), Q(n) = Qxo(p + Ao), H(p) = H(p+ o), y
Ay (1) == A, (1t + Xo), v, finalmente, considerar P(u)H (p)Q(p) = Ay, (1). Nétese que
P(0) = Py, (Xo) ¥ Q(0) = Qx, (M), ¥ que estas matrices estdn dadas por (4.18).

Suponiendo que A\g = 0, consideramos la transformacién a la forma local de Smith en

Ao =0,
Py (N (H(A)+eM(N) Q1o (A) = Axg(A) Py (N M(N)@x,(A) = Ay, (N +G (N 6), (4.25)
donde

. D()\) EGH()\) 6G12(>\) EGlg()\)

A)\O()\) = 0 y G()\, 6) = €G21 ()\) I+ EGQQ()\) 6G23(>\)
ded €G31(/\) 6G32(/\) 6G33(/\)

estdn particionadas de manera conforme, y [Gi;(AN)J} ;=1 = Py, (A)M(XN)Qx (). Por lo

tanto, si H(\) + eM(\) es regular, sus autovalores finitos son las raices de

FON€) = det(H(N) + eM(X) = 5Nl f(\, e),

?De hecho, es facil ver que cualquier determinaciéon puede ser utilizada.
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donde _ R _
F(A ) =det(Ay, (A) + G(A€))

_ EGH()\) 6012()\) G13(>\)
G()\, 6) = €G21<)\) I+ €G22<)\) GQg(/\)
6G31()\) 6G32()\) G33(/\)
Ademis, la funcién §(A) estd dada por 6(A) = p(A)g(A), donde det(Py (M) = 1/p(A) ¥
det(@x,(A)) = 1/¢(N). Luego §(N) es un polinomio tal que 6(0) # 0 y que no depende
de la perturbacién M (\). Estos hechos implican que, para € # 0, el haz H(\) + eM(\)
es regular si y solo si ]?()\, €) # 0, y que, en este caso, los autovalores de H(\) + eM(X)
cuyo limite es Ay = 0 cuando € tiende a cero son las raices, A(¢), de fv()\, €) cuyo limite es
0. Obviamente (véase (4.16)), f(A, €) es una funcién racional en A, donde los coeficientes
del numerador son polinomios en ¢, y el denominador es precisamente d()). Luego, f(A, €)
puede ser visto como un polinomio en € cuyos coeficientes son funciones racionales en A.
Estudiemos més detenidamente la funcién f(A, e).

En primer lugar, nétese que, de acuerdo con el Lema 4.4.2 y las definiciones (4.19) y
(4.21),

G11(0) Gi3(0)
b, = , b1 = Gs3(0). 4.26
1 |:G31(0) G33(0) y q+1 33(0) ( )
En segundo lugar, renombremos las dimensiones de los bloques de Jordan asociados con
Ao =0
{ni,....n1, o g ng = {ma, . my )

Ahora hacemos uso del Lema 6.4.1 sobre los determinantes del tipo det(D + G) con D
diagonal, para desarrollar f(\,€) como

Fne) =det G\ )+ Y A™1 A ™ det G, ) ({v, ..., 1Y), (4.27)
donde, para cada matriz C', C({v,...,1,}') denota la matriz obtenida tras eliminar de
C las filas y columnas con indices v, ..., 1, . La suma varia entre todos los indices r €
{1,...,9} y todos los vy, ..., v, tales que 1 <1y < ... <, <g.Finalmente, nétese que

det G(A, €) = €/(det D1 + Qo(N, €)), (4.28)
para Qo(A, €) racional con QQy(0,0) =0, y
det GO\, ) ({v, ... v Y) = @ (det D1 ({1, .., e }) + Quyns (N 6)), (4.29)

con Q.. ,, racional y @Q,,. ,,(0,0) = 0. A partir de aqui, la demostracién sigue los ar-
gumentos de [46, pp. 799-800] y esta basada en la técnica del Poligono de Newton que
hemos expuesto en el Capltulo 3. Nétese, en primer lugar, que las ecuaciones (4.27-4.28-

4.29) muestran que f(\ €) # 0, ya que det Oy = det®({1,....,5°7_ 7)) # 0 es el
coeficiente de e/i+1 \'171+-+475%5 en el desarrollo de Taylor en dos Varlables de f()\ €) (con
fj+1 como se ha definido en (4.13)). Recordemos, por otra parte, que el | punto (a,b) aparece

en la nube de puntos de f()\ €) siy sélo si el coeficiente de A% en f()\ €) es no nulo. Si

definimos los puntos
j—1
Pj:<zrini7fj>7 jzla-"7Q7
i=1
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junto con P41 = (a,0), el razonamiento empleado en [46, pp. 800] nos permite concluir

que el Poligono de Newton de f(\, €) no puede quedar bajo el Poligono formado por los
puntos P; (fijado un valor, f;, para el exponente de €, el menor valor posible para el

exponente de A en f(\,¢€) es, precisamente, la primera coordenada de F;). Esto signifca
que si P; forma parte de la nube de puntos, sera necesariamente un punto del Poligono de
Newton de ]7()\, €). Por otro lado, P; aparece en la nube de puntos si y sélo si det ®; # 0.
Ahora los resultados son consecuencia inmediata de la teoria expuesta en el Capitulo 3 y el
Lema 4.5.2. Obsérvese que la pendiente del segmento que une P; y Pjy; es, precisamente,
—l/nJ |

Obviamente, la hipétesis det ®;; # 0 del Teorema 4.5.3 es una condicién genéri-
ca sobre el conjunto de perturbaciones M () = By + ABj, porque si se fija H(\), en-
tonces det ®;,; es un polinomio de varias variables en las entradas de By y B;. En
cambio, la hipdtesis det ®;,; # 0 es distinta de la hipétesis del Teorema 4.3.2, es de-
cir: det( Ua(A) M (X\) Va(N) ) # 0. La razén es que el Teorema 4.5.3 se refiere tinicamente a
un autovalor del haz no perturbado H(\), mientras que el Teorema 4.3.2 hace referencia
simultdneamente a todos los autovalores de H (). Nétese también que, aunque la multipli-
cidad algebraica de A\g en H(\) es ring+...+74n,, la condicién det @;,4 # 0 del Teorema
4.5.3 s6lo garantiza la existencia de rjn; desarrollos con coeficientes y exponentes direc-
tores como los de (4.24). Para concluir esta breve discusién, destacamos que la condicién
det .41 # 0 implica la condicién det( Us(A) M(N) Va(A) ) # 0. Esto se sigue facilmente
de (4.21) y el Lema 4.2.2. Por lo tanto, det ®,.1 # 0 para un solo autovalor garantiza la
existencia de desarrollos para todos los autovalores, aunque no necesariamente del tipo
(4.24).

[lustramos el Teorema 4.5.3 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.4 Continuamos con el Ejemplo 4.5.1. El hecho de que det ®3 # 0 garantiza
la existencia de dos desarrollos con exponente director 1/2 y limite 1 cuando € tiende a
cero. Para obtener los coeficientes directores de estos desarrollos, hemos de resolver la

ecuaciéon
24+¢ 6|
det { 3 1 ] = 0.

Las dos raices cuadradas de su solucion, ( = 16, nos dan los coeficientes directores de los
desarrollos con exponente director 1/2:

A(€) = 14 462 + o(e'/?)
Ao(€) = 1 — del/2 4 o('/?).

De modo similar, det &, # 0 garantiza la existencia de un desarrollo con exponente
director 1 y limite 1 cuando € tiende a cero. El coeficiente director del desarrollo es la raiz
de la ecuacion

24+¢ 3 5
det 4 2 6| =0,
0 31
luego
A3(€) =14 €+ o(e).

A modo de comparacién, hemos calculado los autovalores del haz H(\) +eM(\), para
e =107* 1075, 1078, resolviendo la ecuacién polinémica det(H(A\) + €M (N)) = 0 con la
precision aritmética del programa MATLAB 7.0 (64 digitos decimales de precision), y
redondeando los resultados a diez digitos. Las tres raices mas préximas a 1 son:
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e=10"1 e=10"° e=10"%
A1 || 1,053399042 | 1,004079394 | 1,000400768
A2 || 0,9657365454 | 0,9960738628 | 0,9996007623
As | 1,000099915 | 1,000001000 | 1,000000010

El lector puede comprobar que los resultados coinciden con los predichos por la teoria de
perturbacion, hasta el orden correspondiente.

4.5.3.

El autovalor infinito

O

Aunque el autovalor infinito ha sido excluido de nuestro andlisis previo, puede ser
incluido facilmente considerando el autovalor cero del haz dual

Hﬁ(/\) + EMﬁ(A) = Al + /\Ao + E(Bl + )\Bo)

A partir de la FCK podemos comprobar de manera sencilla una serie de propiedades: si
p(e) # 0 es un autovalor de H*(\) + eM*()\), entonces A(e) = u(e)~! es un autovalor
del haz original H(\) + eM(\). Reciprocamente, cada autovalor finito, A(e), de H(\) +
eM () es de la forma u(e)~! para un autovalor u(e) de H*()\) + eM*?()), v los datos
espectrales (autovectores, nimero de bloques de Jordan, multiplicidades parciales, etc.)
son los mismos en ambos casos. Los subespacios reductores minimales de un haz y su dual
son iguales. Dada la FCK (2.5) de H()), las columnas de X e Y correspondientes a los
bloques de Jordan “infinitos”son las columnas asociadas con los bloques de Jordan del
autovalor cero en la FCK del haz dual.

Si el autovalor cero g = 0 de H¥()\) tiene estructura espectral (4.9) en H*(\), entonces
podemos definir las matrices %°, j =1,...,¢+1, para el autovalor infinito de H(\) como
las matrices ®; correspondientes al autovalor cero de H*(\). Ademés, podemos usar las
matrices X e Y de la FCK de H(\) para construir estas matrices ®2°.

Por lo tanto, para obtener los desarrollos de Puiseux de los autovalores A(e) que proce-
den del infinito, simplemente aplicamos el Teorema 4.5.3 anterior a los autovalores p(e)
de H*(\) + eM*(\) con pu(0) = 0, y calculamos el término director de j(e)~!. Esto nos
lleva al siguiente resultado.

Corolario 4.5.5 Sea H(\) un haz matricial n X n con forma de Kronecker (2.5) y M(\)
otro haz de la misma dimension. Sea jig = 0 un autovalor de H*(X) con estructura espectral
dada por (4.9) y (4.10). Sean ® y Ej, j = 1,...,q, las matrices definidas en (4.20) y
(4.23), y ©%, la matriz definida en (4.21), para el autovalor cero del haz dual H*()).
Si det @2, # 0 para algin j € {1,2,...,q}, sean &, ..., &, los rj autovalores finitos
del haz ®3° + CEj, y (fr)i/"j, s =1,...,nj, las n; determinaciones complejas de la raiz
n;j-ésima. Entonces, en un entorno de € = 0, el haz H(\) +eM () tiene r;n; autovalores
que satisfacen

AE(e) = (&) e o(en VM) r =121, s=1,2,..,n;, (4.30)

donde €'/™i es la determinacion principal de la raiz nj-ésima de €. Si, ademds, det ®2° # 0,
entonces todos los valores &, de (4.30) son no nulos, y los desarrollos (4.30) son todos los
desarrollos con exponente director —1/n;.
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4.5.4. Desarrollos para autovalores simples

Los desarrollos del Teorema 4.5.3 y del Corolario 4.5.5 dependen de las matrices ®;
definidas en (4.20), y estas matrices se construyen utilizando unos vectores especificos
de los espacios nulos de H(\g). Estos vectores son construidos facilmente a partir de
las matrices X e Y que transforman H(A) en su FCK (2.5), pero las matrices X e Y
(0 los bloques que necesitamos) son muy dificiles de obtener en presencia de autovalores
maltiples defectivos. Este no es el caso para autovalores simples, porque entonces podemos
usar cualquier base de los espacios nulos derecho e izquierdo de H(\g) para construir las
correspondientes matrices. Esto es lo que se muestra en esta seccién.

Teorema 4.5.6 Sean H(\) = Ao+ AA; un haz matricial arbitrario n X n (singular o no),
M(X) = By + ABjy otro haz con la misma dimension, y Ao un autovalor finito simple de
H(X). Denotemos por W a una matriz cuyas columnas forman una base del espacio nulo
izquierdo de H(\g) y por Z a una matriz cuyas columnas forman una base del espacio
nulo derecho de H()\y). Entonces

1. Elhaz WTM(X\o)Z +(WT A Z es genéricamente regular y tiene un unico autovalor
finito, es decir, esto es cierto para todos los haces M(X) excepto aquellos que se
encuentran en una variedad algebraica de codimension positiva.

2. Si el hax WIM(N)Z + (WTALZ es reqular y tiene un tinico autovalor finito igual
a &, entonces hay un inico autovalor de H(X) + eM () tal que

Ae) = o+ Ee+ 0(62),
cuando € tiende a cero.

3. Ademds, si H(\) es reqular, entonces WM (X)) Z + (WTALZ es 1 x 1 y es reqular
con un tnico autovalor finito, para todas las perturbaciones M(X). Por lo tanto,
E=—-WTMN\)Z)/WTAZ.

Demostracion. Las propiedades espectrales, en particular los autovalores, del haz
WTM(Ng)Z + (WT A, Z son los mismos para cualquier par de bases W y Z de los espa-
cios nulos derecho e izquierdo de H(\g), porque el cambio de bases implica simplemente
una equivalencia estricta de dicho haz. Por lo tanto, podemos elegir un par de bases es-
pecificas para demostrar el teorema. Para este proposito, sean R y Ry, respectivamente,
los subespacios singulares derecho e izquierdo de H(A), y sean N (H (X)) y Nr(H (X))
los espacios nulos derecho e izquierdo de la matriz H()\g). Denotemos por Wg € C™¢ a
una matriz cuyas columnas forman una base de Np(H(X\o)) N Ry, y por Zr € C™? a
una matriz cuyas columnas forman una base de N (H()\g)) N'R. Ahora, consideremos la
FCK (2.5) de H()) y las particiones (4.6) y (4.5) de X e Y, y observemos que X, e Y,
tienen solamente una columna porque Ag es simple. A partir de la FCK y el Lema 4.2.1, es
facil ver que las columnas de [Y), Wx] forman una base de Nr(H(\g)), y las columnas de
[ X, Zr] forman una base de N'(H()g)). Ademds, ndtese que la estructura espectral (4.9)
es, simplemente: ¢ = 1, ny = 1,y r1 = 1, y que, en este caso, las matrices ®q,..., P4
definidas en (4.20-4.21) son exactamente dos, concretamente

O =[ Yy, Wr] M) Xa Zr], v ®=WEM(A)Zr.

Si el haz es regular, entonces ®; es 1 x 1 y ®5 no existe.
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Elijamos W = [Y)\, Wr] v Z = [X), Zg]. De nuevo, por (2.5) y el Lema 4.2.1,

v, [1 0
WTAZ = [o ded}. (4.31)

Notese que esta matriz es E, de acuerdo con (4.23). Por tanto,

YEM (X)X + ¢ YEM(No)Zr
WIMA)Xy, WEMA)Zr |-

El desarrollo de Laplace a lo largo de la primera columna nos da

det(WTM(XN)Z + (WP AL Z) = (Y, I M(Xo) X, + ¢) det(WEM (No)Zr) + b,

WEM(N)Z + WP A Z = { (4.32)

donde b es una constante independiente de ¢. Esta ecuacién muestra que WM (X\g)Z +
(WTA,Z es regular y tiene un tnico autovalor finito si y sélo si det(WEM (N\g)Zzr) # 0.
Claramente, esta condicién es genérica porque det(WiM(\g)Zr) es un polinomio de
varias variables en las entradas de By y B;. Esto demuestra el primer apartado del teorema.
En el caso regular se tiene que W7 A;Z = 1, luego el haz es 1 x 1, regular y con un tnico
autovalor para cualquier M(\).

Para demostrar el segundo apartado simplemente ha de notarse que la condicién
det @y = det(WEM(N)Zr) # 0 permite aplicar el Teorema 4.5.3, y que (4.32) es
®, + (F;. El tnico punto que hay que discutir es que ahora tenemos O(e*) (O grande!)
mientras que en (4.24) se tiene o(€) (o pequenal). Esto es una simple consecuencia de
la Teoria de Funciones Algebraicas. Notese que, haciendo uso del Lema 4.2.2, det &5 =
det(WE M(Xo)Zr) # 0 implica que det( Py(Ag) M (Ag) Q2(No) ) # 0, de donde se tiene que
det( Py(N) M(X) Q2(N) ) # 0 en (4.15). Luego A¢ es una raiz simple de (4.15), y A(€) es
analitica en € y unica en un entorno de € = 0.

Finalmente, el apartado 3 es una simple consecuencia de los comentarios previos. m

El Teorema 4.5.6 nos permite obtener los desarrollos de primer orden de la perturbacién
de los autovalores, y comprobar su existencia, usando bases arbitrarias de los espacios
nulos derecho e izquierdo de la matriz H()g). El célculo de estas bases es una tarea
elemental de édlgebra lineal. Con una eleccion particular de las bases puede obtenerse
una expresion explcita de &. Esto es lo que se hace en el Corolario 4.5.7. En cambio,
debe observarse que esta expresién requiere conocer los subespacios Nr(H (X)) N Ry y
N(H(M\o)) NR, algo que sblo es posible con un trabajo adicional.

Corolario 4.5.7 Sean H(\) = Ay + AA; un haz matricial arbitrario n x n (singular o
no), M(\) = By + ABjy otro haz de la misma dimension y Ao un autovalor finito simple
de H(X\). Sean R y Rr, respectivamente, los subespacios singulares derecho e izquierdo
de H(X), y sean N(H(Xo)) y Np(H(Xo)) los subespacios nulos derecho e izquierdo de la
matriz H(\o). Denotemos por Wg € C™? a una matriz cuyas columnas son una base de
Nr(H (X)) N Ry, y por Zr € C™ a una matriz cuyas columnas forman una base de
N(H(No)) N'R, y construyamos, a partir de estas matrices, las matrices

i) W = [wWg] cuyas columnas forman una base de Nr(H(\o)), y

i) Z = |z Zg] cuyas columnas forman una base de N'(H(Xg)).
Si det(WEM(Xo)Zr) # 0 entonces hay un tinico autovalor de H(\) + eM()) tal que

det (WM (7o) Z)

Ae) = Ao — (wT Ay z) - det(WEM (No)Zr)

€+ 0(62),

cuando € tiende a cero.
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Demostracion. Usando las matrices que aparecen en la demostracion del Teorema
4.5.6, es obvio que

T | s S Y, . tin 0
w We ] _[O IdHWR] v 2 Zn]=] X ZR}{Tm Id]

Asi, de (4.31)

y, en este caso,

WIMN)Z +CWTAZ = { w"M(No)z + ((wT Arz)  w"M(XNo)Zr 1 |

WEM(Xo)2 Wi M(Xo)Zr
Finalmente,
., . 1 0| _
(W M(Xo)Z + WAL Z) [ —(WEM(XN)Zr) P WEM(No)z Iy ] o

wTM()\(])Z — U)TM()\(])ZR (W%M(Ao)ZR)_l W%M()\o)z + C(U)TALZ) UJTM(A())ZR
0 WEM(Xo)Zr |

El resultado se sigue igualando el determinante a cero y observando que
det(WTM(N)Z) = (w' M(X\o)z—w? M(XN) Zr (Wi M(Xo)Zr) ™t WEM(No)2) det(WiM(Xo)ZR).

4.6. Autovectores del haz perturbado

Hemos comentado ya que los autovectores no estan definidos para haces singulares,
incluso en el caso de autovalores simples. Asi pues, una teoria de perturbacion de autovec-
tores carece de sentido. En cambio, para € # 0, el haz perturbado (4.3) es genéricamente
regular, tiene autovalores simples, y autovectores perfectamente definidos. Para valores
pequenos de €, es natural esperar que los autovectores correspondientes a estos autovalores
(4.3) cuyos limites son los autovalores de H(\) estén relacionados con ciertas propiedades
de H()). Dado un autovalor finito Ay de H(\), en esta seccién mostraremos que, genéri-
camente, los autovectores de (4.3) correspondientes a autovalores A(e) tales que A(0) = Ag
satisfacen tres propiedades: (i) pueden ser desarrollados en serie de Puiseux, v(¢), de ma-
nera que el vector v(0) # 0; (ii) v(0) esté en el espacio nulo de H(\g); y (iii) dentro de
este subespacio nulo, v(0) estd completamente determinado por la perturbacion M(\).
Ademas, mostraremos cémo determinar v(0). Asi, v(0) es un autovector aproximado de
(4.3) para valores pequenos de € # 0, pero no tiene significado especial en H(\) excepto
que se trata de un vector de N'(H()\)). Hablando de modo informal, puede decirse que ca-
da perturbacién M () selecciona una direccién distinta en el espacio nulo de H()\g) como
un autovector aproximado de A(e). En aras de la brevedad, nos centraremos en autovec-
tores derechos. Es inmediato deducir resultados similares para los autovectores izquierdos.
Como en el caso de autovalores, los resultados cuando Ay es un autovalor simple de H(\)
son mas sencillos e independientes de la normalizacién de las bases.
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Ha de ser observado que nos encontramos en una situacion diferente a la de los desarro-
llos de los autovalores (4.24): en (4.24) el término de orden cero, Ay, era conocido y nuestra
tarea consistia en determinar el término siguiente, mientras que en el caso de autovectores
queremos determinar, precisamente, el término de orden cero. De hecho, los resultados
que presentamos carecen de sentido para autovalores simples de haces regulares, porque
entonces el término de orden cero es obvio.

En los desarrollos de esta seccién supondremos que se da la condicién genérica det @, #
0. Esta condicion se puede relajar con el inconveniente de complicar la demostracion del
siguiente lema de existencia.

Lema 4.6.1 Consideremos las mismas notacion e hipdtesis que en el Teorema 4.5.3 junto
con las condiciones det ®,41 # 0, det @, -det @41 # 0, y que los r; autovalores finitos del
haz ®; +CEj, &1, ..., &, son distintos. Entonces, cada autovalor perturbado de la forma
(4.24) definido en un entorno de € = 0, tiene asociado, en el mismo entorno y para € # 0,
un autovector derecho del haz regular H(X) + eM(X) que es de la forma

Vi(e) = vt 4 Y ulnetlm (4.33)
k=1

Demostraciéon. Haremos simplemente un esbozo de la demostracion. Nétese que las
hipétesis det @; - det @41 # 0 y la de que &, ..., &, son distintos implican que los au-
tovalores de (4.24) son simples para € # 0 suficientemente pequeno. Consideremos, sin
pérdida de generalidad, que A\g = 0 como en la demostracion del Teorema 4.5.3. Procede-
remos a partir de la igualdad (4.25). Para € # 0, los autovalores y autovectores derechos

de Ay, (N) + G(\, €) coinciden con los autovalores y autovectores derechos de

F(\€) = diag (I,, I, (1/€)1y) (Ay,(A) + G(X,€)),

D(X)
F()\, O) - -[ )
Gu(N) Ga(\) Ga(N)

que satisface det F'(A,0) # 0 por (4.26). Por lo tanto, F(\,€) es una funcién matricial
analitica que es regular en € = 0, luego la variacién de los autovalores de F'(\,€) con el
parametro € es un problema de perturbacién regular de una funcién matricial analitica.
Teniendo en cuenta que Py, (A) y @, (\) son invertibles y analiticas en un entorno de A, los
autovalores de H(\)+eM (X)) y F(A, €) son los mismos en un entorno de Ay para € # 0y, en
particular, los desarrollos de (4.24) son autovalores de F'(\, €). El Lema 2 de [42] se puede
aplicar para demostrar que F'(\, €) tiene autovectores derechos correspondientes, wjr-s(e) ,
del tipo (4.33). Finalmente, para € # 0 los autovectores derechos (4.33) de H(\) + eM(\)
correspondientes a los autovalores (4.24) son Q(A}*(¢))wj*(e). m

A continuacion, presentamos el resultado principal de esta seccién, el Teorema 4.6.2,
que determina el término de orden cero, v;*, de los desarrollos (4.33). Ha de observarse que
este teorema, de hecho, muestra que v;* no depende de s, es decir, fijado &, en (4.24), los
n; autovectores de los autovalores corespondientes a las determinaciones de las raices n -

s . 1/n; . . / . ’ sz <2
ésimas (fr)s/ ’ tienen el mismo término de orden cero. Nétese también que en la ecuacién
(4.34) aparece un simbolo O grande.
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Teorema 4.6.2 Sean H(\) un haz matricial arbitrario n X n (singular o no) con forma
de Kronecker (2.5), y M(X) otro haz con la misma dimension. Sea Ao un autovalor finito
de H(X) con estructura espectral dada por (4.9) y (4.10). Sean Z;, j = 1,...,q, las
matrices definidas en (4.12), y Zr € C™? una matriz cuyas columnas forman una base
de N(H(\o)) NR. Sean ®; y E;, j =1,...,q, las matrices definidas en (4.20) y (4.23),
y ©y11 la matriz definida en (4.21). Si det ;1 # 0, det ; - det P41 # 0 para algin j €
{1,2,...,q}, y los rj autovalores finitos del haz ®;4CEj, &1, ..., &, son distintos y tienen
autovectores ci,...,Cp;, entonces, en un entorno punteado 0 < |e| < b, los autovectores
del haz reqular H(X) + eM(X) correspondientes a sus r;n; autovalores (4.24) satisfacen
V€)= [Z; Zrler + O(/™), r=1,2,.,1;, s=1,2,...,n;. (4.34)
Demostracién. Para cada autovalor A7*(e) de (4.24), consideramos, para e # 0,
el correspondiente autovector vi*(e) dado por (4.33). Por brevedad, omitimos los su-
perindices y escribimos A; y v; en lugar de A}* y v7*. También tomamos A\g = 0 como en
la demostracién del Teorema 4.5.3. De nuevo, la demostracion se basa en la forma local
de Smith del Lema 4.4.2, que esta bien definida y es analitica en un entorno de Ay = 0.
Para hacer uso de esta forma local de Smith reemplazamos v;(€) por

w;(€) = Q(X;(€)) " v;(e), (4.35)

que satisface .
[Ax(Aj(€)) + €M (Xj(€))] wj(e) = 0, (4.36)
donde .
M(Aj(€)) = P(Aj(€)) M(A;(€)) Q(A;(e)).
Noétese que se puede recuperar facilmente el vector v; = v;(0) a partir de w;(0), ya que

v;(0) = Q(0)w;(0). Particionamos ]\N/[()\j(e)) por bloques como una matriz 3 x 3 de acuerdo
con los tres bloques diagonales de A, (\) (véase la ecuacién (2.9)), y denotamos, como

en la demostracién del Teorema 4.5.3, [Gi(A;(€))]2,—; = M(X;(€)). Si particionamos el
vector w;(e) de acuerdo a la particién anterior, la ecuacion (4.36) puede escribirse como

D((e)) CruA(e) Gra(h(e) Gis(A(e) wi(e)
I e | Gu(r(e) Ga(r(e) Gag(A(e)) w?(e) | =0
Odxd Ga1(Aj(€)) Gaa(Aj(e)) Gas(N(e)) w'(e)

(4.37)

(2)(0) = 0. Las filas correspondientes a los primeros

Para ¢ = 0 esta ecuacion se reduce a w;

bloques son

D(Ai(e)) i (€) + e(Gr(N(€) wy(€) + Gra(As(e) w (€)) + Crs(Ay(e)) wy” () = 0.

(4.38)
Nétese que los términos de orden inferior en e de las entradas de D(\;(€)) son del tipo
ce™/™ parai=1,...,q, con ¢ # 0, porque det ®; - detP;; # 0. Luego, teniendo en
cuenta (4.10), podemos dividir las primeras r; ecuaciones de (4.38) entre €"/" tomar
el limite ¢ — 0, y concluir que w;;(0) = 0 para k < r; (aqui w;,(0) denota la k-
ésima entrada de w;(0)). Dividiendo entre €2/ las siguientes 75 ecuaciones de (4.38)
y tomando limites llegamos a que w;;(0) = 0 para k < r; + . Este proceso contintia
dividiendo sucesivamente entre €3/, ... €%-1/" para demostrar que w;x(0) = 0 para
]{?S’f’l—{—...—i—’f’j_l.



4.6. Autovectores del haz perturbado 73

Denotemos por w;(0) el vector obtenido eliminando de w;(0) las entradas nulas co-
rrespondientes a wj(.Q)(O) =0y aw;,(0) =0 para k <7y +...+r;_1. Dividiendo la parte
de (4.37) correspondiente a w; entre €, haciendo € = 0, y teniendo en cuenta (4.26), se
llega a

(& Ej + ®5) w;(0) = 0.
Ahora, el resultado se sigue de (4.18) y (4.35). =

4.6.1. El caso de autovalores simples

Destacamos en este apartado el caso en que )y es un autovalor simple de H(\). El
siguiente resultado complementa al Teorema 4.5.6.

Corolario 4.6.3 Con las mismas notacion e hipdtesis que en el Teorema 4.5.6. Si el
haz WEM(N)Z + CWTALZ es regular y tiene un tinico autovalor finito igual a & con
autovector asociado c, entonces existe un unico autovector de H(N)+eM () tal que A\(e) =
No+Ee+0(e?), cuando € tiende a cero, y para € # 0 el correspondiente autovector satisface

v(e) = Zc+ O(e).

Demostracion. El resultado es consecuencia directa del Teorema 4.6.2, las igualdades
(4.31) y (4.32) y un cambio elemental de bases. m
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Capitulo 5

Perturbaciones de rango bajo de la
Forma de Weierstrass

5.1. Introduccion

Este capitulo y el siguiente estan dedicados al estudio y la descripcion del cambio que
producen las perturbaciones aditivas de rango bajo en las formas candnicas introducidas
en el Capitulo 2. En este capitulo trataremos el cambio de la estructura de Weierstrass
de haces regulares y en el siguiente el cambio de la estructura de Kronecker de haces
singulares de rango no completo. No trataremos explicitamente el caso matricial, que ya
ha sido estudiado en profundidad en [34, 52, 60, 61, 62, 63|, pero los resultados de esos
trabajos, que son el punto de partida de los que aqui expondremos, se pueden obtener
como caso particular de estos ultimos. Concretamente, el cambio de la forma de Jordan
de una matriz A coincide con el cambio de la forma de Weierstrass del haz regular A — A[.

Al perturbar un haz por otro de rango bajo, la forma canénica de Weierstrass puede
cambiar de multiples maneras. A modo de ilustracién, incluimos el siguiente ejemplo
elemental, que es s6lo una muestra de lo que puede ocurrir.

Ejemplo 5.1.1 Sea el haz A() + /\A1 = ()\_[2 — JQ(].)) D ()\IQ — Jg(l)) D (/\ — Jl(O))

Consideremos las dos perturbaciones siguientes de rango 1:

A—-1 -1 0 0 (0 00 0 00
0 Xx-—=1|] 0 0 |0 00 -1 00
Ay + A+ By = 0 0O [A=1 -1 |{0|+]0O0 0 00]=
0 0 0 AXx=10 00 0 0O
0 0 0 0 | A 00 0 00
A—-1 -1 0 0 10
0 -1 -1 0 |0
= 0 0O Ax—=-1 -1 10
0 0 0 AX=1]0
0 0 0 0 |A
A—1 1 0 0 (0 0000 O
0O Xx—=1] 0 0 (0 0000 O
Ao+ A + By = 0 0O [A-=1 -1 (0|+]00O0O0 0 |=
0 0 0 AX—=1/0 0000 O
0 0 0 0 | A 0000 -1
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A—1 -1 0 0
0 AXx=1] 0 0
= 0 0 |[A=-1 -1
0 0 0O Xx—=1, 0
0 0 0 0 [A—-1

En el primer caso la parte correspondiente al autovalor 1 ha pasado de tener dos
bloques 2 X 2 a tener un solo bloque de mayor tamano (4 x 4), mientras que la parte corres-
pondiente al autovalor 0 permanece inalterada. Por contra, en el segundo caso, la parte
correspondiente al autovalor 0 ha desaparecido, mientras que la parte correspondiente al
autovalor 1 ha pasado de tener dos bloques a tener tres. U

oo O

Nuestra intencién no es hacer una descripcién de todos los cambios posibles, sino
obtener el cambio genérico, es decir: aquel que se da para la mayoria de las perturba-
ciones. Por otro lado, la relevancia de nuestros resultados no radica exclusivamente en la
descripcion de dicho cambio genérico sino también en la caracterizacion del conjunto de
perturbaciones para las que dicho cambio se produce.

Como se ha mencionado en la Introduccién de esta memoria, el trabajo que presen-
tamos en este capitulo estd motivado por el de J. Moro y F. M. Dopico [52] en el que
se describe el cambio genérico de la forma de Jordan de matrices cuadradas tras pertur-
baciones de rango bajo (y, asimismo, el conjunto de perturbaciones para las que se da
este cambio). Dado que serd una referencia fundamental a la hora de comparar con los
resultados equivalentes para los casos de haces regulares y singulares que se incluyen en
esta memoria, enunciamos dicho resultado a continuacion:

Teorema 5.1.2 [52] Sea A una matriz compleja de tamanio n xn y Ao € C un autovalor
de A con multiplicidad geométrica g. Sea B una matriz compleja n X n con rg B < g.
Entonces

“los bloques de Jordan de A+ B asociados con Ay son exactamente los g — rg B bloques
mas pequenos de A asociados con Ny si y sélo si Co(B) #07

donde Cy(X) es un cierto polinomio de n* variables no idénticamente nulo.

Es importante observar que la frase entrecomillada del Teorema 5.1.2 describe comple-
tamente la forma de Jordan asociada con el autovalor A\g en la matriz A+ B para todas las
perturbaciones, B, salvo aquellas que estan en una subvariedad propia, y que esta definida
por la igualdad Cy(B) = 0. En [52] se describe el polinomio Cy(X) como una suma de
menores de una matriz B que se obtiene a partir de B multiplicandola a la izquierda y
a la derecha por unos determinados autovectores de A asociados al autovalor \g. Una
construccién muy similar se empleara para describir el conjunto de perturbaciones de un
haz matricial regular para el que se da el cambio genérico de la forma de Weierstrass.

Las técnicas que se utilizan en este capitulo para describir el comportamiento genérico
son distintas a las empleadas para el caso matricial en [52]. Aqui nos basaremos en resul-
tados previos obtenidos por R. C. Thompson en [76] que permiten acotar las dimensiones
de los bloques de Jordan del haz perturbado y sugieren las dimensiones que tendran,
genéricamente, dichos bloques. En cambio, para obtener la descripcién de la variedad de
perturbaciones en que se da el cambio genérico emplearemos técnicas determinantales
andlogas a las de [52], aunque, en el caso que nos ocupa, dicha descripcién es bastante
mas compleja y dificil de obtener. Como se vera posteriormente, las técnicas empleadas
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en este capitulo para el caso regular son completamente distintas a las que utilizaremos
en el capitulo siguiente para estudiar el caso singular.

A lo largo de este capitulo Ag + AA; (haz no perturbado) denotard un haz regular
de matrices n x n cuya forma de Weierstrass es conocida y By + AB; (haz perturbacion)
serd otro haz de la misma dimensién y rango bajo. La suma de ambos, Ao+ Bo+A(A1+ By)
se denominard haz perturbado. Recordemos (Seccién 2.1) que el haz Ay + AA; puede tener
un autovalor infinito cuyos bloques de Jordan en la forma canodnica de Weierstrass son
precisamente los bloques de Jordan asociados al autovalor cero en la forma de Weiertrass
del haz dual A1 + AAp. Por lo tanto, nos centraremos en los autovalores finitos de Ag +
AAj. Los resultados correspondientes al autovalor infinito se siguen de los resultados
para el autovalor cero considerando tanto el dual del haz no perturbado como el del haz
perturbado.

Antes de nada, debemos establecer qué entendemos por rango bajo. Sea Ay un auto-
valor finito del haz regular Ay + AA; con multiplicidad geométrica g. Las desigualdades
elementales rg (C'+ D) <rg (C) +rg (D) y rg (C) <rg(C + D) +rg (D) se cumplen para
cualquier par de matrices C' y D de la misma dimensién, y de ellas se deducen facilmente
las desigualdades

rg (Ao + MAr + By + XoB1) < 1g (A + MAr) +rg (By+ Ao B1)
I'g (AO + )\0A1) S I'g (AO + )\0141 + BO + )\031) + I'g (BO + )\031).

Combinando estas dos desigualdades se obtiene
g —r1g(By+ ABy) < dim ker(Ag + M\A; + Bo+ X\B1) < g+1g(Bo+ MB1).  (5.1)
La conclusiéon mas importante que extraemos de estas desigualdades es que si
rg (Bo + AoB1) < g, (5.2)
entonces \g es también un autovalor del haz perturbado
Ao+ Bo+ AM(A; + By). (5.3)

En consecuencia, una perturbacion de rango bajo serd, en toda esta seccion, aquella
para la cual las matrices coeficientes By y Bj satisfacen (5.2). Ha de ser notado que esta
condicién depende del autovalor particular Ay que estemos considerando. Es un hecho bien
conocido que para un haz regular Hy + AH; el nimero de bloques de Jordan asociados
a Ao en su forma candnica de Weierstrass es igual a dimker(Hy + AgH;). Por lo tanto,
asumiendo que (5.3) continta siendo regular, las dos desigualdades de (5.1) implican, por
un lado, que la perturbacién By + AB; puede destruir, a lo sumo, rg (By + A¢B) de los
bloques de Jordan de Ay+ AA; y, por otro, que puede crear, como mucho, rg (By + A¢B1)
nuevos bloques de Jordan asociados a cada autovalor finito A\g de Ag + AA;. Esto permite
multiples posibilidades distintas para el nimero y las dimensiones de los bloques de Jordan
que aparecen en la forma de Weierstrass de Ay + By + A(A; + By). El objetivo de este
capitulo es encontrar el comportamiento mas habitual a este respecto.!

La hipétesis de que Ay + By + A(A; + By) contintia siendo regular se cumple excepto para elecciones
muy particulares de By y Bj. Estas elecciones estan excluidas de nuestro resultado principal, el Teorema
5.4.2, por las condiciones de genericidad. Hablaremos mas acerca de esto en la Observacién 5.4.3 de la
Secciéon 5.4.
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Los resultados que presentamos en este capitulo dependen de dos cantidades para cada
autovalor Ao: po = rg(Bo + AoB1) v p1 = rg(B1). Asumiendo que la condicién (5.2) se
satisface, demostraremos que, para la mayoria de las matrices By y By, se tiene la igualdad

dlm ker(AO + )\0141 + BO + )\031) = g — I'g (BO + )\031) R

y que hay, precisamente, g — rg(By + A\gB1) bloques de Jordan asociados a )¢ en la
forma candnica de Weierstrass del haz perturbado (5.3). Més atin, si denotamos por dj el
numero de bloques de Jordan de Ag + AA; asociados al autovalor \y de dimensién mayor
que 1, demostraremos que, siempre que pg+ p1 < dy, los mayores py bloques de Jordan de
Ao+ MA; asociados a Ay desaparecen y los siguientes p; bloques mayores asociados a Ag se
transforman en bloques de tamano 1 x 1, mientras que el resto de los bloques de Jordan
de Ay + AA; asociados a Ay permanecen como bloques de Jordan del haz perturbado
(5.3). En el otro caso, py + p1 > do, habra sélo bloques 1 x 1 asociados a \g en la forma
de Weierstrass del haz (5.3). Este comportamiento genérico coincide con el que se ha
descrito anteriormente para perturbaciones de rango bajo de la forma canénica de Jordan
de matrices si B; = 0, mientras que es ligeramente distinto cuando By # 0.

La desigualdad (5.1) pone de manifiesto que By 4+ A\gB; tiene un papel relevante en la
perturbacion de la estructura de Weierstrass porque determina la multiplicidad geométrica
de g en (5.3). Para entender por qué, ademds, By tiene un papel distinguido, debemos
recordar que una cadena de Jordan de Ay + AA; de longitud s asociada a Ay es aquella
que satisface las ecuaciones (Ag 4+ Ao A1)vy =0y (Ag+ AoAr)vp = Ajup_y para 2 < k < s.
Por lo tanto, es de esperar que una perturbacién de A; afecte por si misma a la longitud
de las cadenas de Jordan. De manera informal, podemos decir que el comportamiento
genérico descrito anteriormente corresponde a la acciéon conjunta de By + \gBy y By para
destruir algunos de los bloques y hacer decrecer la dimensién del mayor niimero posible de
los bloques de Jordan més grandes, mientras que se siga cumpliendo la desigualdad (5.1)
sobre la multiplicidad geométrica. Una forma de resumir el comportamiento genérico es
el siguiente: la matriz By + \g By destruye los py bloques de Jordan mas grandes asociados
al autovalor \g y la matriz B; transforma los siguientes p; bloques mayores en bloques de
tamano 1 x 1.

La segunda parte de este capitulo esta dedicada a obtener, para cada haz regular
Ag + MA; y cada autovalor finito A\g, una caracterizacion explicita del conjunto de per-
turbaciones By + ABj para los que ocurre el comportamiento genérico antes descrito. La
condicion necesaria y suficiente para que esto ocurra es simplemente que una cierta can-
tidad, denotada por K, sea distinta de cero. El escalar K esta definido a través de una
suma de productos de determinantes de matrices que involucran a By, B; y algunos de
los Ag-autovectores de Ay + AA;. Utilizando el mismo punto de vista que para el caso ma-
tricial comentado en la seccién previa, el escalar Ky puede escribirse como la evaluacion,
Ko(By, By), de un determinado polinomio de 2n? variables, K¢(X,Y), en el par (By, B)
(identificando el conjunto de haces matriciales nxn con el espacio C2"”). Como consecuen-
cia inmediata, el conjunto de perturbaciones By + AB; para las cuales el comportamiento
genérico no se da (es decir: aquellas para las que Ky = 0) es una subvariedad propia en
el conjunto de haces de rango bajo By + A\B; .

La obtencién del comportamiento genérico y la descripcién del conjunto correspon-
diente de pertubaciones son las dos contribuciones originales mas importantes de este
capitulo.

Finalmente, introducimos la notacién que usaremos a lo largo de este capitulo. Con-
sideraremos un autovalor \q del haz regular Ay + AA; con multiplicidad geométrica g y
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multiplicidad algebraica a. Esto significa que la parte correspondiente al autovalor \y en
la forma de Weierstrass (2.2) del haz contiene g bloques asociados a Ay que ocupan un
tamano total de a x a. Es decir, siguiendo la notacién de la Seccién 2.1,

Tng = é T (o), (5.4)

de donde
a=ny;+...+n,. (5.5)

Sin pérdida de generalidad, supondremos las dimensiones n; ordenadas en forma no
decreciente, es decir,
ny <ng <--- < g, (5.6)

para todas las estructuras de Jordan que apareceran en este capitulo.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera: la Seccién 5.2 contiene uno de los
principales resultados (Teorema 5.2.4) concerniente al cambio de la forma de Weierstrass.
Nos da una cota inferior de los tamanos de los bloques de Jordan asociados a un autovalor
particular en el haz perturbado y nos predispone a la bisqueda del conjunto de perturba-
ciones para el que esta cota se alcanza. Este conjunto es descrito en la Seccién 5.3.2 para
perturbaciones de una clase particular de haces: aquellos que muestran explicitamente la
estructura de Weierstrass correspondiente al autovalor cero, y es descrito en la Secciéon
5.4 para perturbaciones de haces matriciales arbitrarios. También en §5.4, unificamos los
resultados previos con el fin de enunciar de manera compacta nuestra contribucién mas
importante relativa al cambio de la estructura de Weierstrass por perturbaciones de rango
bajo: el Teorema 5.4.2.

5.2. Cotas inferiores de las multiplicidades algebraicas
y las dimensiones de los bloques de Jordan en el
haz perturbado

Nuestra intencion es determinar la estructura de Weierstrass del autovalor Ay en el haz
matricial perturbado Ay + By + A(A; + By) partiendo de la estructura de este autovalor
en el haz no perturbado Ay + AA;. Para ello necesitamos conocer, en primer lugar, la
multiplicidad algebraica, que denotaremos por a,, de Ag en el haz perturbado, y también
como estd distribuida esta multiplicidad algebraica entre los bloques de Jordan de Ay en
dicho haz. Al menos dos procedimientos son posibles para resolver este problema. Primero,
se puede, partiendo de las cadenas de Jordan de Ay + AA; asociadas a Ay, construir
nuevas cadenas de Jordan de Ay 4+ By + A(A; + By) asociadas a A\g que completen la
multiplicidad algebraica a,. Este procedimiento ha sido el seguido en [52, 60, 61] para
el problema de los autovalores de matrices. Tiene la ventaja de calcular explicitamente
las nuevas cadenas de Jordan y la desventaja de ser muy intrincado en el caso de haces.
En esta memoria, seguiremos un procedmiento mas sencillo: primero, determinaremos,
por métodos indirectos, una cota inferior del niimero y los tamanos de los bloques de
Jordan asociados a Ay en el haz perturbado. Estos métodos indirectos estan basados en
un resultado de R.C. Thompson [76] e implican el uso de las multiplicidades parciales en
Ao Después, demostraremos que, cuando esta cota inferior se alcanza, (el caso genérico)
los tamanos de estos bloques se pueden determinar. Este ha sido el procedimiento que
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se ha utilizado en [61] para el problema de autovalores de matrices. En la Subseccién
5.4.1 describiremos explicitamente el conjunto de perturbaciones para el que esta cota se
alcanza.

Comenzamos recordando, una vez mas, que el rango de un haz matricial arbitrario,
regular o singular, T'(A) = Ty + AT}, es r si todos los menores de T'(\) de dimensién
mayor que 7 son idénticamente nulos pero 7'(\) contiene menores de orden r que, como
polinomios en A, no son idénticamente nulos. En consecuencia, el rango de un haz regular
n X n es igual a n.

Incluimos, por completitud, el resultado de R. C. Thompson aludido arriba, que es-
tablece relaciones (de divisibilidad) necesarias y suficientes entre los factores invariantes
de un haz y los de una perturbacion de rango 1 de ese haz. Lo enunciaremos en el caso
mas general de perturbaciones de polinomios matriciales.

Teorema 5.2.1 [76, Teorema 1] Sea H(\) un polinomio matricial n X n con factores
invariantes hy(H), ..., h,(H) , ordenados de manera que

()| ho(H)|. .| B (H).

Sea el polinomio matricial

M) = H\) +z(N)y(N)"

donde z(\), y(\) son vectores polindmicos. Entonces todos los posibles factores invariantes
h(M)| ho(M)]. .. | hn(M)

de M(X), cuando z(\) e y(\) varian entre todos los vectores polindmicos sobre C, son
precisamente aquellos polinomios que cumplen

()| ha(M)] hy ()| ha(M) ...
(M) ho ()| (M) | ha(H) ...

Observacién 5.2.2 1. Hemos enunciado el Lema ajustandonos lo mds posible al enun-
ciado del articulo de referencia [76] pero adaptindolo al caso de polinomios matri-
ciales sobre C. Por esa razon hemos expresado el haz perturbacion como un producto
de un vector columna por un vector fila, en lugar de escribir un haz en la forma usu-
al y enunciar como hipotesis que tiene rango 1. El Lema 2.5.1 nos dice que ambas
expresiones son equivalentes, es decir: el resultado del Teorema 5.2.1 es cierto para
cualquier perturbacion de H(X) de rango 1.

2. Bl resultado que nosotros enunciamos es, en realidad, un caso particular del enun-
ciado por R. C. Thompson, que considera matrices sobre un dominio de ideales
principales. En nuestro caso, dicho dominio es el anillo de polinomios en la variable
A con coeficientes complejos.

El siguiente lema auxiliar es una consecuencia del Teorema 5.2.1. Establece cotas infe-
riores en el nimero y las dimensiones de los bloques de Jordan de la forma de Weierstrass
de un haz matricial regular (R + T')()A), donde R(A) es un haz regular y T'(\) es un haz
de rango r.
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Lema 5.2.3 Sea R(\) = Ry + ARy un haz matricial cuadrado regular y T'(\) = To + N1y
otro haz de la misma dimension y rango menor o igual que r. Sea Ao un autovalor de
R(\) con g blogques de Jordan asociados de dimensiones dy < ... < dy en la forma de
Weierstrass. Si (R + T)()\) es también un haz regular y r < g entonces en la forma de
Weierstrass de (R + T)(\) hay, al menos, g — r bloques de Jordan asociados a Xy de
dimensiones 3,41 < ... < B, tales que B; > d; paral <1 < g—r.

Demostracién. El lema 2.3.6 nos garantiza que T(\) puede expresarse como suma
de r haces de rango 1. Sea este desarrollo

T =Ti(A) + ... + T.(),

donde rg T;(A\) = 1 para 1 <i <.

Para todo haz regular n x n, P(\) = Py + APy, vamos a denotar, como se ha hecho en
el Teorema 5.2.1, por hy(P)|ha(P)]...|h,(P) a sus factores invariantes (2.4). Recordemos
que son polinomios en A\. Como es habitual, hy_1(P)|hg(P) significa que hg_1(P) divide
a hi(P). Nétese también que h,(P) # 0 porque el haz es regular.

Sean

(A= 20 (3 = M) ]| (A = Aoy,

los divisores elementales de R(\) asociados a A\g. Cada divisor elemental (A — \g)% corres-
ponde a un bloque de Jordan asociado a A\g de dimension d; en la forma de Weierstrass
de R(\). Es bien conocido que

(A=X)" | hi(R)
(A=X)= | ho(R)

(A=20)% | hy(R).

Ahora, consideremos la serie de haces R(\), R(A)+T1(A), RO +T1(N)+To(N), ..., R(A\)+
T(\), y observemos que cada uno de ellos es una perturbacién de rango 1 del haz prece-
dente. Apliquemos el Teorema 5.2.1 a esta sucesion, para obtener

A= 2X0)% | hy—r(R)| hg—yi1(R+T1)| ... | Ru(R+T),
A= X)% " hyr 1 (R)| hg—r(R+T)| ... |yt (R+T),

A =20) [ h(R)| ho(R+T0)| - | By (gery (R + T),

donde h,,(R+T) # 0 porque el haz (R+ T)(\) es regular. Estas cadenas de divisibilidad
significan que el haz (R + T')()) tiene, al menos, g — r divisores elementales asociados a
Ao de la forma:

(A= 20) (X = Xo) ] J(A = Ao) P,

con d; < f3; para 1 < i < g —r. Cada uno de estos divisores elementales corresponde
a un bloque de Jordan de tamano (3; X [3; asociado a Ag en la forma de Weierstrass de
(R+T)(N). ]

El lema anterior es clave en la demostracién del resultado principal de esta primera
parte del capitulo:
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Teorema 5.2.4 Sea Ao un autovalor del haz matricial reqular Ao+ AA1, yni < ... <ny
los tamanos de los bloques de Jordan asociados a Ay en su forma canonica de Weierstrass.
Sea By + ABy un haz tal que el haz perturbado Ao+ Bo+ A(A;1 + B1) es también reqular.
Supongamos que g > rg (By + ABy). Sean p = rg (By + MNoBy) + 18 By y ny = 1 para
todo m=g+1,...,p. Entonces

ap > a+1g By —nNg_pi1 — ... — Ny (5.7)

Si, ademds, se da la igualdad, los tamanos de los bloques de Jordan asociados a Ay en la
forma de Weierstrass de Ay + By + A(Ay + By) se obtienen eliminando los primeros p
términos de la secuencia ng,...,ny,1,..., 1.

——

rg By

Demostracion. El Lema 5.2.3 garantiza la existencia de g — p bloques de Jordan de

tamanos 31 > ny,..., 8-, > ng_, en la forma candnica de Weierstrass del haz perturbado
Ao+ By+A(A1+Byp). Més atin, el término de la izquierda de la desigualdad (5.1) implica que
hay, al menos, p; = rg By bloques de Jordan adicionales de tamanos a; > 1,..., ¢, > 1.
Por tanto,

ap > 1+ ...+ Byt + . o, >+ g, + pr.

Obviamente, esta desigualdad es equivalente a (5.7). Si g < p, la desigualdad (5.7) se
convierte en
ap Z g—1g (B() + )\031).

Este hecho es trivial en virtud de (5.1) y la desigualdad espectral evidente
Qp Z dim ker (Ao + )\0A1 + BO + )\QBl).
]

Observaciéon 5.2.5 Notese que la definicion antinatural n, =1 para m =g+ 1,...,p
nos permite expresar la desigualdad (5.2.3) de una manera unificada en los dos casos

P<gyp>g

El Teorema 5.2.4 nos da todos los tamanos de los bloques de Jordan asociados a Ag en
el haz perturbado Ay + By + A(A; + B;) cuando la desigualdad de (5.7) es una igualdad.
Como veremos en la siguiente seccién, éste es el caso para la mayoria de las perturbaciones
By + AB;. Nuestra intencion es describir el conjunto de estas perturbaciones.

5.3. El conjunto de perturbaciones con comportamien-
to genérico para el autovalor cero

La cantidad @ = a +1g By — ng_p41 — ... — ny de (5.7) es una cota inferior de la
multiplicidad algebraica de Ay como autovalor del haz perturbado Ay + By + A(A; + By).
Esto significa que, para cada perturbacién By + AB; de Ay + AA;, tenemos

det (Ag + Bo + MA; + By)) = (A — Ao)%q(N), (5.8)

para un cierto polinomio ¢(A), donde p =rg (By + A\oB) + rg Bi, como en el enunciado
del Teorema 5.2.4. Esta igualdad también incluye el caso en que Ay + By + A(A; + By) es
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singular (en este caso, ¢(A) = 0). De cualquier forma, la multiplicidad algebraica de Ay en
el haz perturbado es exactamente @ si y sélo si el coeficiente g(\g) de A% en (5.8) es distinto
de cero. El unico objetivo de esta seccién es expresar explicitamente este coeficiente en
términos de la perturbacion, algo que demandard un esfuerzo importante, asi como el uso
de una notacién mas detallada. Esta seccion es, por tanto, de naturaleza técnica.

Las demostraciones de este apartado hacen uso del siguiente Lema, cuya demostracién
es una consecuencia directa de igualdades determinantales bien conocidas [35].

Lema 5.3.1 Sean A y B dos matrices n X n. Entonces, para cada v = 0,1,...,n, el
coeficiente de \*™" en det(A 4+ AB) estd dado por la suma

Z (—D)Zi= 0% det A({iy, .. in ) {1, - g d) - det B({ay, ...y in )6 {1, - oo 50 Y9,

i1 L <ipr<m

1< <.
1<j1<...<jr<n

(5.9)
donde A({i1, ... i}, {Jj1,---,7r}) denota la submatriz de A que se obtiene tomando las fi-
las indexadas poriy, . .., i, y las columnas indexadas por ji, ..., jr y B({i1, ..., 4} {j1, -, Jr })
denota la submatriz de B obtenida eliminando las filas i1, . ..,1,. y las columnas j1, ..., J,.

Como veremos en la demostracién del Teorema 5.4.1, el problema de caracterizar el
conjunto de perturbaciones de rango bajo para las que se da el cambio genérico de la es-
tructura de Weierstrass puede reducirse al estudio del autovalor cero de una clase especial
de haces regulares, concretamente aquellas que exhiben explicitamente la estructura de
Weierstrass asociada a dicho autovalor cero. En aras de la brevedad, el conjunto de haces
con tal estructura se llamara la clase W,. Dedicamos el resto de esta seccidén a obtener
el coeficiente del término de menor grado en el determinante del haz perturbado cuando
el haz no perturbado es regular y estd en la clase W,. Pero antes definamos con més
precisiéon la clase W.

Definicién 5.3.2 Un haz reqular cuadrado My + \M; pertenece a la clase Wy si

-~

My = diag (—Jy,J) y M; =diag(l, R),
con J reqular, I la matriz identidad de la misma dimension que Jy, v,
Jo = diag (J,(0), ..., Jp, (0)). (5.10)

Notese que no se asume ninguna estructura especial sobre las matrices J y R. Notese
también que la estructura de Weierstrass asociada al autovalor cero de My+AM; esta exhi-
bida explicitamente en la matriz Jy.

A lo largo de esta seccién, consideraremos el haz My + Cy + A\(M; + C}), donde
My + AM; estd en la clase Wy y Cyp + ACy es un haz tal que rg(Cy) < g. Ademas,
usaremos la notacién

po := 18 (Co), p1 =18 (C1), p = po+tpr

El Lema 5.3.1 nos dice que, si nos restringimos al caso \g = 0, el coeficiente, ¢(0), del
término A% en (5.8) es la suma de ciertos menores complementarios con signo de Aq + By
y de A; 4+ B;. Si denotamos por M un menor arbitrario de Ay + By y M omp & su menor
complementario en A; + By, entonces M tiene orden n —a y Mo, tiene orden a. Muchos
de estos menores son siempre nulos, independientemente de la perturbacion By + ABj,
béasicamente como consecuencia de los siguientes hechos triviales:
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F1 Todo menor de Ag + By con mas de rg By columnas con sélo elementos de By es
cero.

F2 Todo menor de A; + By con mas de rg B; columnas con sélo elementos de B es
Ccero.

Nétese que, si Ag + AA; estd en la clase Wy, hay algunas filas y columnas de ceros en Ag
(resp. A;), luego las filas y columnas con sélo elementos de By (resp. Bj) aparecen en la
suma Ag+ By (resp. A1+ Bj). Nuestro principal esfuerzo en esta seccién es determinar c6mo
estan construidos aquellos menores M para los cuales M - My, DO €s necesariamente
cero y calcular su suma como en (5.9). Para este fin, hemos de considerar separadamente
los casos p < dy y p > dp, donde dy es el nimero de bloques de Jordan en (5.10) de
dimensiéon mayor que 1.

Supondremos también que en la estructura de Weierstrass (5.10) los tamanos de los
bloques de Jordan asociados al autovalor cero satisfacen:

ny=...=nNy < Npi41 =+ o = Ny 4y < ... < nr1+._.+7~q_1+1 =...= nrl_i_.___,_rq, (511)

es decir: hay r; bloques de dimensién n; = nq, ro bloques de dimension ny = 1y 41,...,
y T4 bloques de dimension ng = 1, 4. 1r,_,+1. NOtese que, en este caso, la multiplicidad
algebraica del autovalor cero es a = iy + ... 4+ ryi, y la multiplicidad geométrica es
g=r1+...+71,

Dada la estructura de Weierstrass (5.10) situada en el bloque superior izquierdo de
My, denotamos por 1y (resp. 1) a la submatriz g X g de Cy (resp. de C}) que contiene
a las filas y columnas correspondientes al elemento inferior izquierdo de cada bloque de
Jordan? en Jy, es decir, 1)y (resp. v1) contiene los elementos de las filas y columnas de Cj
(resp. de C) que no contienen —1s supradiagonales en Jy. También denotamos por

q

=Y "r  j=Ll...¢.  fe1=0 (5.12)
i=j
a las sumas parciales de las cantidades r; y definimos, para cada 7 = 1,...,q — 1, la

matriz ¢ ; (resp. ¢1;) como la submatriz principal (inferior derecha) de tamano f; x f;
de g (resp. de 11). Andlogamente, definimos )1 := 1)y, pero para definir ¢; ; debemos
distinguir: si p < dy entonces 1, ; := 1)y, pero si p > dy, entonces

Ile = E1 + wl, donde E1 = |: [61 8 :| . (513)

Noétese que cada 1; ; es el bloque inferior derecho de tamano f; x f; de v, ;_;.
En el caso p < dp, sea s € {1,...,q} tal que p =r,+ ... +7_sp2 +7 = fou1 + 7,

para v cumpliendo 0 < v < ry_s41, v sea I = {i,...,i,} cualquier subconjunto de
{1,...,74—s+1} de cardinal 7. Denotamos por
I I
¢((),q)—s+1 (resp. ¢§,3—s+1) (5-14)

la submatriz principal de dimensién p de g 4—s41 (resp. de ¥ 4—s+1) que contiene a 1) 4
(resp. 1y 4—s) junto con las « filas y columnas de 1o ,—s+1 (resp. de ¢y 4—s+1) correspon-
dientes a los v bloques de tamano n4_s41 en Jy indexados por iy, ...,4,. Notese que si

I I
Y = Tq—s+1 €Ntonces ¢((),3—s+1 = Yo,g—s+1 (resp. ¢§,3_s+1 = wl,qferl)-

2Obviamente, para los bloques de Jordan de dimensién 1 x 1, el elemento inferior izquierdo es el tinico
elemento del bloque.
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Si J = (J1,J2), donde Ju = {j1,...,Jp},J2 = {k1,...,k,} son subconjuntos de
{1,...,p} de cardinal py, denotamos por

I,J 1,J¢
Vo (vesp. VL") ) (5.15)

a los menores py X pg de 2/1(()275 41 correspondientes a las filas indexadas por ji,...,j, v las
columnas indexadas por ky, . .., k,, (resp. los menores p; X p; de Qﬁg;fs 41 complementarios

a V(()i’]{)s 41, esto es, aquéllos que contienen todas las filas y columnas excepto las indexadas

POT ji,.- -, Jpy ¥ K1,- .., kpy, respectivamente).

En el caso p > dy, seran necesarios otros menores: denotamos por

v (resp. V7)) (5.16)

a los menores py X py de ¢ (resp. los menores (g — po) X (g — po) de ¢4 1) que contienen las
filas y columnas indexadas por J (resp. que contienen todas las filas y columnas excepto las
indexadas por J). Obsérvese que, en este caso, no hay necesidad de usar ningin conjunto
de indices 1.

[lustraremos las definiciones previas con un ejemplo.

Ejemplo 5.3.3 Supongamos que

o O
O =

o O
O =

o O
O =

o O O
S O =
o = O
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i.e.,ﬁlzl,fIQ:Z,ﬁ323,7“1:2,7”2:3,7"3:1,}7

[ a; | ay | a3 x| ag x| as x| ag * *
ay as ag * | Q19 *| Q11 *| Q12 * *
* * ¥ k| ox k| ok k| % x %
a3 | 14 | @15 * | Qi * | A17 * | 18 * k¢
* * ¥ k| x k| ok k| % x %
Co= | aig|ag | a1 *|age *|ax *|axy * * |,
* * ¥ k| ox k| ok k| % x %
Qo5 | Q26 | Qo7 * | Q2g * | A9 ¢ | G3p * >k
* * * k| ok k| ok k| ok % %
* * ¥ k| ok k| ok k| ok % %
| @31 | @32 | A33 * | A34 * | G35 * |43 * * |
[ Dy | by | by x| by x| bs x| bg * * ]
b7 bg bg x blg x bll X b12 * Xk
* * k| ok k| ox x| % k%
big | bia | bis * | big *|big x| big * *
* * k| ok k| ox x| % k%
Cr= | big|bag | bar *|bag *|bag *|[byy * *
* * k| ok k| ox x| % k%
bas | bag | bar % | bog x| bag * | b3y * *
* * k| ok k| ox x| % k%
* * ko ook | ok x| ok k| ok ok ok
| D31 | D32 | b3z x| b3g x| D35 *|bsg * * |
En esta situacion,
i ay as as ay as ag i i b1 b2 bg b4 b5 b6 ]
ay ag Qg9 G0 A1l A12 by bg by big bi1 bi2
¢ . 13 di4 Q15 A1 Q17 A18 ¢ i biz by bis big bir big
0 a9 Qo Q21 Qg2 (3 Go4 | e big bao bai baa Doz by
Qg5 (26 Q27 A28 A29 (30 bas bag oz bag bag bsg
| a31 d32 (33 Q34 A35 (36 | | bsr bza b33 b3s b3s bsg i

mientras que

Q15 A1 Q17 | A18
Q21 Q22 Q23 | A24
- a: 3 _—
¢0,3 [ 36 ] ) ¢0,2 Qo7 Qo Qo9 | Q30 )
a3z a34 035 ‘ ase

y anadlogamente para 1 ; reemplazando la letra a por la b.
Ahora, supongamos que el haz perturbacién satisface pg = 2, p; = 1. En esta situacion,
p=3<dy=4, s=2y~y=2. Entonces, {3 = o, P1,3 = ¢1 y, por ejemplo,

(13) Q15 A17 | A18 ((2.3)) A22 A23 | A18
Yoo = | agr az |az |, Yoo " = | a2 ax |azp |,
a33 ass | 436 a34 Qa3zs | 36
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y analogamente para @/15)2 reemplazando la letra a por la b. Asi pues,

V((){21,3},{1,2;2,3}) — det [ a7 aig } ’ v({1 3}.{1,2;2,3}¢) ~ by
’ Q29 A30

V((){2273}»{1,3;1,2}) — det [ Q22 Q23 } ’ v3{22,3},{1,3;1,2}6) — by
’ 34 Aa3s ’

En cambio, si consideramos una perturbacion tal que py = 3 y p; = 2, entonces p =5 >
dy = 4, luego

[ 1+ b by bs by bs bg
bz 14+bg by big b1 bio
b3 bia b5 big bir big

p— ; p— E —|— p— 3
1/}0’1 Yo ¢1,1 1+ big bao ba1 baa bag bos
bas bas bar bag  bag  b3g
b3, bsa bsz b3s bss bsg

mientras que, por ejemplo,

a,  ayg as 1+bs by bio

VLBALAS) _ o PLBALA5) _ goy

a13 aie Q17 |, bag bar  bao
Q19 dAg2 (23 bso bz bag

OJ
Con esta notacién a mano, estamos en situacién de enunciar el siguiente resultado.

Teorema 5.3.4 Sea Mo+ AM; un haz en la clase Wy, y supongamos que los tamanos de
los bloques de Jordan asociados al cero satisfacen (5.11). Sean a y g, respectivamente, las
multiplicidades algebraica y geométrica del cero como autovalor de My + AM;. Sea

a=a+p1 —Ng_pt1 — ... — Ng,

y denotemos n,, =1 para cada m =g+ 1,...,p. Sea dy el numero de bloques de Jordan
asociados al cero cuya dimension es mayor que 1. Sea Cy + N\Cy cualquier haz matricial
de la misma dimension que My + MMy, y sea

po =g (Co), p1 = 1g(Ch), p = po+ pi.
Si po < g entonces el coeficiente de \° en el polinomio perturbado (5.8) es
q(0) = Ko det J
donde:

(i) si p < dy entonces
(1,J) (1,J°)
= > 0 vV
I J

donde s € {1,...,q} estal que p=ry+...+1gsy2+7 con 0 <y <r,_gi1, I varia
entre todos los subconjuntos de {1,...,r4_s11} cony elementosy J = (Jy, o), donde
J1 y Jy varian, independientemente, entre todos los subconjuntos de {1,...,p} con
po elementos. El signo (—1)*7 depende sdlo de los conjuntos I y J. Ndtese que si
Y = Tq—s+1 entonces la suma en I no aparece.
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(ii) si p > dy entonces
o e )
J

donde J = (J1, J2) y J1 y Jo varian, independientemente, entre todos los subconjun-
tos {1,...,g} con py elementos. El signo (—1)*/ depende sdlo del conjunto J.

Demostracién. De acuerdo con el Lema 5.3.1, el coeficiente de A% en el polinomio
(5.8) es una suma de productos con signo, digamos DyD;, de menores, donde cada factor
Dy es un menor de My + Cy v el correspondiente factor D; es su menor complementario
en M; + C;. También, la dimension de Dy es n — a, mientras que la dimensién de D es
a. Ahora buscamos los menores complementarios de estos tamanos cuyo producto no es
necesariamente cero.

(1) Suponemos, en primer lugar, que p < dy. Primero nétese que en Dy s6lo pueden
aparecer filas y columnas que intersecan, a lo sumo, con p bloques diferentes de Jy:
si tomamos soélo filas y columnas correspondientes a entradas diagonales del bloque,
entonces en este menor aparece una fila y una columna con entradas sélo en Cj,
mientras que, en otro caso, aparecen en D; una fila y una columna con entradas
solo en (. Asi, la afirmacién es una consecuencia de los hechos F1 y F2 al comienzo
de esta subseccion. Por otro lado, de nuevo usando F1, podemos tomar en D, sélo
las filas y columnas de, a lo més, py bloques completos. Ahora, contamos el méaximo
orden de un menor de M, + Cy con estas restricciones. Obviamente, este maximo
se alcanza si tomamos las n — a tltimas filas y columnas (correspondientes a los
autovalores no nulos de M), junto con py bloques completos entre los p mayores.
De nuevo, es facil ver que podemos tomar también los restantes p; bloques completos
entre los p mayores excepto por la tltima fila y la primera columna (esto es: tomamos
las filas y columnas que contienen los —1s supradiagonales). Y no mas. Todas estas
filas (o columnas) hacen un total de

n—a+ng pp1+...+Ng—p1=n-—a.

Esto significa que el menor Dy debe construirse del modo anterior porque, de lo
contrario, seria de orden menor que n — a. Asi, cada menor de D, de tamano n —
a estd formado con las filas y columnas de My + Cy seleccionadas mediante los
siguientes tres pasos:

Paso 1 Incluir en Dy las n — a tltimas filas y columnas de My + Cj.

Paso 2 Incluir en Dy las filas y columnas en que estan situados los —1s supradiag-
onales de los p bloques de Jordan de .Jy con mayor tamano. Si v = ry_sy1,
estas posiciones estan univocamente determinadas, pero en otro caso existen
diversas elecciones de los p bloques de Jordan mayores de Jy, cada una de ellas
especificada por un subconjunto I de {1,...,7,_541} con 7 elementos. Los  ele-
mentos de I determinan cudles de los bloques de Jordan 7,5, -dimensionales
de (5.10) estén incluidos entre los p mayores. Conforme I varfa sobre todos los
subconjuntos de {1,...,7,-5+1} con ~y elementos, se cubren todas las posibles
elecciones de las posiciones de los —1s supradiagonales de D.

Paso 3 De acuerdo con la discusion previa, las pg filas y py columnas de Dy con sélo
elementos de Cj tienen que ser elegidas entre aquellas que corresponden a los
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elementos inferiores de los p bloques de Jordan mayores de Jy seleccionados
en el Paso 2 a través del subconjunto /. Una forma de especificar estas filas
y columnas es como sigue: formamos la matriz wo 4—s+1 Yy elegimos cualquiera

(I

de sus menores py-dimensionales V07q_s +1 (no necesariamente principal), e in-

cluimos en Dy las correspondientes filas y columnas de My + Cy. Cuando J; y

Jo varian, independientemente, sobre todos los subconjuntos de {1,..., p} con
(I,J) ~ .

po elementos, todos los menores Vi =, de tamaro py X py son considerados.

Esto completa la descripcion de todos los menores admisibles, Dy, de Mg+ Cy. Cada
menor admisible Dy esta completamente especificado mediante un par de conjuntos
de indices I y J.

A continuacién, demostramos que, dados dos conjuntos I y J, el menor corres-
pondiente Dy es Dy = £(det J ) VOIqJ)s 41, donde J es la matriz que aparece en la
Definicién 5.3.2, y el signo depende exclusivamente de los conjuntos I y J. De-
notemos por [ el nimero total de —1s supradiagonales de Jy incluidos en Dy, i.e.,
l=ryng—1)+ ...+ 7psi2(Ngesi2 — 1) +Y(Ngst1 — 1), ysean L =my < ... <my
los indices de las filas de Dy que contienen las posiciones de los —1s supradiagonales
en las columnas p; < ... < p; de Dy. La my-ésima fila de Dy es la suma de dos filas:
una es la py-ésima fila e, de la matriz identidad y la otra es una parte de una fila
de Cy. Usando este hecho, Dy puede expresarse como la suma de 2! determinantes
cuya my-ésima fila, para 1 < k < [, es bien e, o una fila con sélo elementos de
Co. A excepcién del determinante cuyas filas son ey, €,,, ..., €, €l resto de estos
determinantes es igual a cero, puesto que cada uno contiene mas de py filas con
elementos s6lo de Cy. Un argumento similar en las tltimas n — a filas de Dy nos
permite reemplazar por cero cada elemento de Cj en estas filas sin alterar el va-
lor de Dy. El desarrollo por cofactores del determinante que queda usando las filas
1=my <...<my lleva a un valor para Dy igual a +(det .J) V[(){(’]{)SH. Noétese que
el signo depende solo de las posiciones en Dy correspondientes a los —1s supradiag-
onales, y éstas estan completamente determinadas por Iy J.

En este parrafo demostramos que el menor complementario correspondiente, Dy, de
M+ Cies Dy = j:VEIqJ ++1, ¥, nuevamente, el signo depende sélo de los conjuntos
I y J. El menor D; se obtiene eligiendo entre las primeras a filas y columnas de
M+ C aquellas que no han sido elegidas en Dy. Esto implica que las p; filas y las p;
columnas de D; con sélo elementos en (' tienen que elegirse entre las filas y columnas
correspondientes a los elementos inferiores izquierdos de los p bloques de Jordan mas
grandes de Jy especificados por I. Notese que D; se completa con todas las filas y
columnas del bloque superior izquierdo a x a de M; 4+ C; que no estan incluidas en
estos p bloques de Jordan mayores. Todas estas tltimas filas y columnas incluyen
posiciones de los 1s diagonales del bloque superior izquierdo a x a de M;, aunque
quiza en D; no estén en posiciones diagonales porque D; no es necesariamente un
menor principal de M; + C4. Supongamos que oy < ... < ap y 1 < ... < [ son
los indices de las filas y columnas de D; correspondientes a posiciones de los 1s
diagonales del bloque superior izquierdo a x a de M;. Ahora podemos argumentar
como antes: la fila ag-ésima de D; es la suma de dos filas: una es la [F,-ésima fila
ep, de la matriz identidad y la otra es una parte de una fila de C;. Descomponiendo
D en pasos sucesivos como la suma de dos menores y cancelando los menores con
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, : 1,J¢ .

mas de p; filas en (', el menor resultante es precisamente ivg qfs) +1 con el mismo
conjunto de indices J que en Dy. Nétese que el signo depende exclusivamente de las
posiciones en D; correspondientes a los 1s diagonales del bloque superior izquierdo

a X a de My, y éstas estan completamente determinadas por Iy J.

(11) En el caso p > dy, cualquier menor Dy de orden n — a se forma con las filas y

columnas de My 4+ Cj seleccionadas en los siguientes tres pasos:

Paso 1 Incluir en Dy las n — a tltimas filas y columnas de My + Cj.

Paso 2 Incluir en Dy las filas y columnas correspondientes a las posiciones de todos los

—1s supradiagonales de J;.

Paso 3 Ahora, la unica restriccion para las pg filas y py columnas de Dy con elemen-

tos solo de Cy es que deben ser elegidas entre las g filas y las g columnas
que no corresponden a todos los —1s supradiagonales de Jy. Una forma de
especificar estas filas y columnas es como sigue: formamos la matriz ¥y y es-
cogemos cualquiera de sus menores pg-dimensionales V((]J) (no necesariamente
principal), e incluimos en Dy las correspondientes filas y columnas de M+ Cp.
Cuando J; y Jo varian, independientemente, sobre todos los subconjuntos de
{1,...,p} con py elementos, todos los py X py menores V(()J) son considerados.
Esto completa la descripcion de todos los posibles menores de dimension £y, sy,
Dy, de My + Cy. Cada posible menor Dy esta completamente especificado por
el conjunto J.

Un argumento similar al utilizado arriba muestra que, para el menor D, definido
por J, tenemos Dy = +(det J ) VE)J). El correspondiente menor complementario D,
es, simplemente, D; = Vg‘]c), porque, en este caso, la condicién del rango sobre C
no permite tomar todas las filas y columnas correspondientes a los 1s diagonales en

el bloque superior izquierdo de M;. De aqui las definiciones diferentes para 1 ;.

De acuerdo con el Teorema 5.3.4, la multiplicidad algebraica del cero como autovalor

del haz perturbado Mo+ Cy+ A(M; 4+ C4) es a si y sélo si Ky # 0. Ponemos de manifiesto
que, como puede verse en la demostracion del Teorema 5.3.4, los signos (—1)*/ no de-
penden en forma alguna del haz perturbacion Cy + AC. Dependen exclusivamente de la
estructura de Weierstrass del haz no perturbado My + AM; y, por supuesto, de la eleccion
de I y J. Una vez que se ha hecho esta eleccion, cada signo se obtiene de manera directa
aplicando el Lema 5.3.1 y usando el desarrollo por cofactores descrito en el Teorema 5.3.4.

Ejemplo 5.3.5 Consideremos el haz no perturbado perteneciente a la clase W:

-~

Ao+ My = diag(Ms — Jo, J(N))

donde

Jo = J1(0) & J2(0) & J2(0) & J3(0)

-~

(A) = A (0) — Iy

Por tanto:
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Perturbemos por otro haz By + AB; con

0l 6 4|4 —6]2 -2 0|0 -2
0j]o0 0l0 0]0 0 0[O0 0
ojlo olo o]0 0 0|0 0
0[30 20[20 —30]10 —10 0|0 —10
g |03 22 3|1 -1 000 -1
0|51 34|34 —51|17 —17 0|0 —17 |’
0|-3 2 /-2 3 |-1 1 0|0 1
0|51 34|34 —51|17 —17 0|0 —17
0j]o0 0]0 0]0 0 0/0 0
0|-9 —-6/-6 9 |—-3 3 o0[0 3 |
T3] 1 —1]-10]l-2 =2 3 |0 —1]
45 =15 15|15 0]30 30 —45|0 15
6| -2 2|2 0/l4 4 —61]0 2
0] 0 0]0 0[O0 0 0 |0 0
g o_| =31 -1/-10[-2 -2 3 |0 -1
36 |—12 12|12 0|24 24 —36|0 12 |’
9|-3 3|3 0/6 6 -9]|0 3
3 /-1 11 0l2 2 =30 1
31 -1 1]1 0]2 2 -3]0 1
| 135|—45 45|45 090 90 —135|0 45 |

Puede verse facilmente que py = p; = 1, es decir: p = 2. Ademas, v = 1, de modo que
las posibilidades para los subconjuntos I, J; y Jy son {1} 6 {2} en cada uno de los tres
casos. En consecuencia, las matrices que nos interesan son

010 211 -2 14 —1] -2
1 _ 2 1 _ 2 _
¢0,2 - |: 51117 :| ) ¢0,2 - [ 34117 :| ) ¢1,2 - |: —112 :| ) ¢1,2 - |: 1 2 :| )

de donde obtenemos
V({l} A1) — 0, v({l} ALY _ 9

V({l} 2 _ V({l} 2p) _
v({l} 21D 5y v({l} o9 _y
v({l} 22 _qp V({l} (22} _ g

V({z} ) _ g, v<{2} ) _ g
V({z} ) _ g v(”} (1329 _ ¢
v({?} @) _ gy v“"’} 21 _
V({z} @2 _ g v({a} 229 _ g

Por otra parte, el signo (—1){{2%1) es igual al producto o, - oy - 03 donde oy es el
signo que resulta al desarrollar por los —1s el determinante

0 -1 0 0
0 0 -1 0
o 0 0 -—-1}"
51 0 0 O
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que es la parte del menor Dy correspondiente al autovalor 0. El signo o5 es el que resulta
al desarrollar por los 1s el menor complementario, D,

o O O
o = O O
_ o O O
O O = O

y o3 es el signo que corresponde segin la formula (5.9). Como el primer factor se obtiene
tomando las filas del haz perturbado cuyos indices son 2,6,7 y 8 y las columnas cuyos

indices son 2,3,7 y 8, se tiene que 03 = —1. Como, por otro lado, 01 = 1y 09 = 1, se
concluye que (—1){h{21h = 1,

Para obtener el menor Vg’{;}’{zﬂ}) tomamos las filas del haz perturbado cuyos indices
son 2,6, 7y 8 y las columnas cuyos indices son 3,6, 7y 8, por lo que, en este caso, 03 = —1.

Por otro lado, la parte correspondiente al autovalor 0 del menor Dy es

-1 0 0 O
0 0 —1 0
0O 0 0 -1/
0 17 0 O
lo que significa que o7 = —1, mientras que el menor complementario, Dy, es
1 0 00
0 -2 0 0
0O 0 1 0}"
0 0 01
luego oy = 1. Por lo tanto, (—1){1{22) = 1. El resto de signos se obtiene de manera

analoga. Finalmente:

Ko=[-51-4+17-(=2)]+[2-2—1-1-34-(=2)+17-(=1)] = —184

~

det J(0) = det(—1) = 1.
De hecho, el determinante completo del haz perturbado es
det(Ag + Bo + A(A; + By)) = —184\* — 2075)° — 4314)\° — 190\7 — 1647)\% — 45)°.

En virtud del Teorema 5.3.4, como Ky # 0, la forma de Weierstrass de Ay + By +
A(A; + By) asociada al autovalor 0 es

J2(0) ® J1(0) @ J1(0).
|

Obsérvese que la ecuacion determinantal Ky = 0 define una variedad algebraica, for-
mada por aquellas perturbaciones Cy+AC', donde Cy y C] tienen rangos predeterminados,
para las cuales la multiplicidad algebraica del cero como autovalor del haz perturbado no
es a. En otras palabras: las perturbaciones para las cuales no se da el comportamiento
genérico descrito en la introduccién a este capitulo.
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5.4. Perturbaciones de rango bajo de haces regulares

En esta secciéon daremos una respuesta completa al problema originariamente plantea-
do en la Introduccion: Dado un haz regular Ay + AA; con un autovalor Ay, perturbado por
un segundo haz By + ABj, determinar la estructura de Weierstrass mas habitual asociada
a Ao como autovalor del haz perturbado (5.3) cuando se da la condicién de rango bajo
(5.2) para la perturbacién, asi como describir el conjunto de perturbaciones para las que
se da este cambio. Necesitaremos, inicamente, generalizar el Teorema 5.3.4 a un haz no
perturbado arbitrario Ay + AA; y aplicar el Teorema 5.2.4. Comenzamos transforman-
do este problema en otro relacionado con la clase W, introducida en la Definicion 5.3.2.
Usando las matrices Y y X de paso a la forma de Weierstrass como en la identidad (5.17),
podemos escribir la siguiente igualdad:

YT (Ag+ AAy + By + AB) X = diag (—Jx,, J, Ino) + A diag (I, I,, N) + By + ABy, (5.17)

donde Jy, es como en (5.4), con bloques cuyos tamaiios satisfacen (5.11), J contiene la
estructura de Jordan correspondiente a los restantes autovalores finitos, EO =YTB Xy
B, :=YTB,X. La matriz N es suma directa de bloques de Jordan asociados al autovalor
0 y contiene la estructura de Jordan del autovalor infinito. El término derecho de esta
igualdad puede escribirse como:

diag (—J21(0), ... = J52(0), T+ Ty, oo+ Ao N ) +(A—=No)diag (I, I, N)+Bo+XoBi+(A—Xo) By,
donde det(diag (J 4+ Aoy, Io + AoN)) # 0. Definamos, en aras de la brevedad,
pi= A= Ao,
luego el término derecho de la igualdad (5.17) puede expresarse como
diag (—Jo, J + Aoly, Lo + XoN) + pu diag (I, Iy, N) + By + Ao By + pubBy, (5.18)

con Jy como en (5.10). Esta ecuacién muestra que podemos restringirnos al problema
original de estudiar el cambio de la estructura de Weierstrass del autovalor cero del haz
regular diag (—.Jo, J + Noly, Lo + )\ON) + pdiag (Ia,[b,N) perteneciente a la clase W
cuando es perturbado por el haz (Bo + )\OBl) + uB;. Es importante tener en mente que
rg (Bo + )\oBl) =r1g(By+XoB1) y rg B; = rg B;. Obviamente, el Teorema 5.3.4 se cumple
para el haz en la variable pu que aparece en (5.18), con (Bo + /\031) haciendo el papel de
Co, y B el papel de C}. En este caso es conveniente expresar los menores (5.15) y (5.16)
que aparecen en el Teorema 5.3.4 en términos de las matrices By, By, Y y X. Hacer esto
requiere una cierta notacién preliminar.

5.4.1. Notacion

Particionemos las matrices Y y X que aparecen en (5.17) como sigue:
v=[n|v], x=[x[X] (5.19)

donde X; e Y] tienen dimensiones n X a, y

Xo= | X{ || xp o xH X (5.20)



94 Capitulo 5. Perturbaciones de rango bajo de la Forma de Weierstrass

Vi= | iy Yy

f , (5.21)
donde las particiones son conformes con los bloques de Jordan de A\ en (5.4).

Las columnas de cada XJIC forman una cadena de Jordan derecha de Ay + AA; de
longitud 7n; correspondiente al autovalor Ag. La [-ésima columna de X Jk es un vector de
Jordan derecho de orden [. En particular, si denotamos por :z:éf a la primera columna de
X ]'-“, cada x? es un autovector derecho de Ay + AA; asociado a Ay. Analogamente, las
columnas de cada Y]"C forman una cadena de Jordan izquierda de Ag + AA; de longitud
n; correspondiente a Ag. La [-ésima columna, contando de derecha a izquierda, de YJ’“
es un vector de Jordan izquierdo de orden [. Por tanto, si denotamos por y;“ a la ultima
(i.e. la n;—ésima) columna de Y}k, cada yf es un autovector izquierdo correspondiente a
Ao. Con estos autovectores construimos las matrices

Lj:[yjl-,...,y;J], R; = [z},...,27],

J7 ’]
paraj:lu"'7Q7 y
m:[Li7"'an]7 Zi:[Ri,...,Rq]’

para i =1,...,q. Se puede ver facilmente que las matrices
Oy =W/ (Bo+MB1)Z;, j=1,...,q (5.22)
O, =W/B1Z;, j=2,...,q (5.23)

corresponden a las matrices 1 ; y ¥1 ; definidas en el parrafo que sigue a (5.12), tomando
las matrices EO + )\Qél y él que aparecen en (5.18) como Cy y C; . Nétese que, debido
a las definiciones acumulativas de W, y Z;, cada ®;; es el bloque inferior derecho de
tamanio f; x f; de ®; ;1. La definicién de @, ; depende, como en (5.13), del caso especifico
que consideremos. Definamos

po =18 (Bo+ \By) =1g (EO + )\0§1)7 p1:=1g(B1) =18 <§1)> P = po + p1,

analogamente a como se hizo en el Teorema 5.3.4, y, de nuevo, definamos dy como el
nimero de bloques de Jordan en Jy de dimensién mayor que 1, donde Jy es la matriz
que aparece en (5.18). Obviamente, dy es también el nimero de bloques de Jordan de
dimension mayor que 1 asociados al autovalor )y en la forma canénica de Weierstrass del
haz Ag + AA;. Ahora podemos definir

O :=W/B1Z, si p<dy 'y @1:=WBZ,+E, si p>dy, (5.24)

donde E, es la matriz que aparece en (5.13).
Ahora procedemos como en (5.14-5.16). Si p < dy, sea s € {1,...,q} tal que p =

Tq+ ...+ 7Tgsro+ycon0<y<resq,yseal = {iy,..., iy} cualquier subconjunto de
{1,...,74—s+1} con cardinal v . Denotamos por
I I
(I)((),;—s—f—l (vesp. <I>§73_s+1)

la submatriz principal de dimensién p de ®¢ ;511 (resp. de ®1 ,_5+1) que contiene a Pg ,_
(resp. 1 4_s) junto con las « filas y columnas de ®q ;41 (resp. de ®q,_411) correspon-
dientes a los 7y autovectores de las cadenas de Jordan de longitud n,_s;1 del autovalor A
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.. . . , . (I) _
que estan indexados por iy, ..., 1,. Notese que si v =1, 41 entonces @q, 1 = Pogs11

I
(resp. ®§,3_5+1 = Q0 st1)-

Si J = (J1,J2), donde Jy = {j1,---,Jp},J2 = {k1,...,k,} son subconjuntos de
{1,..., p}, denotamos por

I,J 1,J¢
A((),q—)erl (resp. Ag,q—s)—i—l) (5.25)

el menor de orden pg X pg de CID((){;_S 41 correspondiente a las filas y columnas indexadas por,
respectivamente, ji,..., 7, ¥V k1, . . -, kp, (resp. el menor p; X p; de @g{;fsﬂ complementario

a Aé{é{)s 41, i.e., el que contiene todas las filas y columnas excepto las indexadas por

Jis--yJpo ¥ K1y .., kpy, Tespectivamente).
En el caso p > dy, denotamos por

A(()J) (resp. Agjc))

el menor de orden py X pg de g, (resp. el menor (g — po) X (g — po) de P1,) que contiene
las filas y columnas indexadas por J (resp. el que contiene todas las filas y columnas salvo
las indexadas por J).

5.4.2. El resultado principal

Como consecuencia inmediata de la notacién y los desarrollos introducidos anterior-
mente, podemos enunciar el siguiente teorema, que es una version del Teorema 5.3.4 para
haces de matrices.

Teorema 5.4.1 Sea Ay un autovalor del haz matricial complejo regular de tamano n X n
Ap + AA; con forma candnica de Weierstrass dada por (5.17), y supongamos que los
tamanos de los bloques de Jordan asociados a Ao satisfacen (5.11). Sean a y g, respecti-

vamente, las multiplicidades algebraica y geométrica de Ay como autovalor de Ag + \A;.
Sea

a=a+p1 —Ng_pr1 — ... — Ng,

y sea Ny, = 1 para cadam = g+1,...,p. Sea dy el numero de bloques de Jordan asociados
a X en (5.17) cuya dimension es mayor que 1. Sea By + AB; otro hazn x n, y

po =18 (Bo+ NB1), p1:=18(B1), p:=po+pr
St po < g entonces
det(Ag 4+ AA; + By + AB1) = (A — X)* g(A — o), (5.26)

donde qg(A — \o) es un polinomio de grado, a lo sumo, n — a.
Mas aiin, el coeficiente de (A — X\g)® en (5.26) estd dado por:

q(0) = det(X 'Y 7). Ky - det(diag (J + Moly, I + AoV)), (5.27)

donde det(diag (j—i- Moly, I + MN)) # 0 y Ky estd dado por:
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(i) si p < dy entonces
o 1,J 1,J¢
Ko= > (=D AR AT
I J

donde I wvaria sobre todos los subconjuntos de {1,...,14_s41} con v elementos y
J = (J1, J2), donde Jy y Jo varian, independientemente, entre todos los subconjuntos
de {1,...,p} con py elementos. El signo (—1)*7 depende sdlo de los conjuntos I y
J. Ndétese que siy = r4_s41 entonces la suma en I no aparece.

(ii) si p > dy entonces
Ko=) (-1 ai"a"),
J

donde J = (J1, J2) y J1 y Jo varian, independientemente, entre todos los subconjun-
tos {1,...,g} con py elementos. El signo (—1)*’ depende sdlo del conjunto J.

Demostracién. Apliquese el Teorema 5.3.4 al término de la izquierda en (5.18). ]
De acuerdo con el Teorema 5.4.1 la multiplicidad algebraica de Ay como autovalor del
haz no perturbado Ay + AA; + By + AB; es a si y s6lo si Ky # 0. Recordemos que a es
precisamente la cantidad de la derecha en (5.7), luego la igualdad en (5.7) se da si y sélo
si Ky # 0. Esta observacion es la clave para el resultado mas importante de esta seccion.

Teorema 5.4.2 Sea \g un autovalor del haz matricial complejo reqular Ag + AA; de
tamano n X n cuya forma candnica de Weierstrass estd dada por (5.17), y sea g la mul-
tiplicidad geométrica de N\g en Ay + AA;1. Sea By + AB1 un hazn X n, y sean

po =18 (Bo+ NB1), p1:=18(B1), p:i=po+pi.

Sea Ky como en el enunciado del Teorema 5.4.1 yny < ... < ny las dimensiones de los
bloques de Jordan asociados con Ag en Ag+ AA1. Si pg < g entonces g es un autovalor
del haz perturbado

Ao+ By + AN(Ay + By). (5.28)

Mas atin, en este caso, Ko # 0 si y sélo si Ag+Bo+A(A1+By) es reqular y las dimensiones
de los bloques de Jordan de Ny en la forma candnica de Weierstrass de Ag+By+ A1+ B1)
se obtienen eliminando los primeros p miembros en la serie ng,...,ny,1,..., 1.

~——

o1

Observacion 5.4.3 1. Para el autovalor infinito de Ay + ANA; se tiene un resultado
andlogo aplicando el Teorema 5.4.2 a los haces duales A1+NAg y A1+ B1+A(Ao+By).

2. La condicion dim ker(Ao+Bo+Xo(A1+B1)) = g—po que aparece en el Teorema 5.4.2,
Junto con el enunciado sobre los bloques de Jordan, garantiza que (5.28) es regular
y, por lo tanto, Kg # 0: si apareciera algun bloque singular en su forma cancénica
de Kronecker junto con los g — py bloques de Jordan de Ay entonces tendriamos
dimker(Ap + By + Ao(A1 + By)) > g — po. Sin esta condicion, en cambio, es posible
que (5.28) sea singular (lo que implicaria que Koy = 0), y tenga al mismo tiempo los
bloques de Jordan que se han descrito asociados a Ao en la parte reqular de su forma
canonica de Kronecker. El siguiente ejemplo es una muestra de esta situacion.
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Ejemplo 5.4.4 Sea el haz
A 0

H(A) = (A2 = J2(0)) @ (Ji(o0)) = | 0 A 0

0 0 1

Si lo perturbamos por

0 0 —1
MMN=|100 -1 |,
00 —1
obtenemos
A1l —1
HN+MMN=]10 X -1,
00 0
cuya forma de Kronecker es
A -1 0
Kpiu(N) =10 A -1,
0 0 O

es decir: H + M es singular y en la parte regular se da el cambio genérico descrito en el
Teorema 5.4.2. U



98

Capitulo 5. Perturbaciones de rango bajo de la Forma de Weierstrass




Capitulo 6

Perturbaciones de rango bajo de la
Forma de Kronecker

6.1. Introduccion

La continuacion natural de los problemas planteados en el capitulo anterior consiste
en tratar de describir el cambio genérico de la forma de Kronecker tras perturbaciones de
rango bajo, asi como el conjunto de perturbaciones para las que dicho cambio se produce.
A ello esta dedicado el presente capitulo.

A lo largo de este capitulo, H(\) es un haz singular m x n que no tiene rango completo,
es decir, rg (H) < min{m,n}. En esta situacién, dado un nimero entero p tal que

0<p<min{m,n} —rg(H), (6.1)

el conjunto de perturbaciones esta restringido a los haces M(\) con rg (M) = p. Nétese
que (6.1) es una condicién de rango bajo impuesta a las perturbaciones.

Para el conjunto de perturbaciones definidas en el parrafo previo, el primer problema
que abordamos es el de obtener informacion sobre la estructrura regular genérica del haz
perturbado (H + M)(A). La descripcién del cambio en la estructura regular se encuentra
en el apartado §6.4, donde se demuestra que, genéricamente, si Ay es un autovalor de
H(\), finito o infinito, entonces Ay es también un autovalor de (H + M )(\) con multipli-
cidades parciales mayores o iguales que las correspondientes multiplicidades parciales de
Ao relativas a H (). Estos resultados son consecuencia del Teorema 6.4.5, que es nuestra
primera contribucion original relevante de este capitulo, y contrastan con lo que se vio
en el capitulo anterior para el cambio de la forma de Weierstrass. En aquella ocasion, las
multiplicidades parciales mayores desaparecen, y, de las restantes, algunas pueden verse
reducidas. La razon de esta diferencia esté en que las condiciones de rango bajo que im-
pondremos en el caso singular son muy distintas a las que se imponian en el caso regular.
Ahora se trata de condiciones sobre el rango de un haz (es decir: el rango para cualquier
valor de A) en lugar de referirse al rango de una matriz (la matriz Ay + A\gA; en el caso
regular).

El segundo problema que abordamos es el de obtener informacion acerca de los indices
minimales genéricos de (H + M)(\). En aras de la brevedad, desarrollamos los resultados
solamente para los indices minimales derechos (o de columnas), pero se tienen resultados
analogos para los indices minimales izquierdos (o de filas). Es sabido que el nimero de
indices minimales derechos de H(\) es n — rg (H). El resultado inicial que presentamos

99
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es que, genéricamente, H + M tiene n — rg(H) — p indices minimales derechos. Esto
implica, en particular, que si p = n —rg (H) entonces H + M no tiene indices minimales
derechos, es decir, tiene rango completo por columnas. Estos resultados se siguen del
Teorema 6.3.1 y su consecuencia inmediata, el Corolario 6.3.2. El caso p < n —rg(H) es
mucho mas dificil y se incluye en el Teorema 6.5.10, donde determinamos todos los indices
minimales derechos genéricos de H + M si, ademas del rango, se conoce el orden singular
derecho de la perturbacién M (A) (véase la Definicién 2.3.4). Como corolario, el Teorema
6.5.12 presenta informacién parcial sobre los indices minimales derechos genéricos del haz
perturbado H + M en el caso en que p = rg (M) es la tnica informacién conocida de las
perturbaciones. Hablando de manera informal, se puede decir que los indices minimales
derechos genéricos de H + M son mayores o iguales que los mayores n —rg (H) — p indices
minimales derechos de H. Los Teoremas 6.5.10 y 6.5.12 constituyen nuestra segunda
contribucion original relevante de este capitulo. Todos los resultados descritos previamente
contintan siendo validos en el caso limite

p=min{m,n} —rg(H). (6.2)

Si se asume la desigualdad estricta en (6.1), es decir: rg (H) + rg (M) < min{m,n}, es
posible determinar completamente la FCK genérica de (H + M)(\) en términos de los
érdenes singulares derecho e izquierdo y de la estructura regular de la FCK de M().
En el caso de que rg (M) sea la tnica informacién conocida de las perturbaciones, la
FCK genérica de (H + M)(X) sélo puede ser determinada parcialmente. Estos resultados
aparecen en los Teoremas 6.6.2 y 6.6.5, que son nuestra tercera contribucion original
relevante de este capitulo. Debe ser notado que todos los resultados genéricos sobre la
FCK de (H + M)(A) que presentamos son muy sencillos de describir, aunque demostrar
que ocurren bajo ciertas condiciones suficientes de genericidad es una ardua tarea que
requiere técnicas muy diferentes a las utilizadas en el capitulo anterior.

La tltima seccion de este capitulo esta dedicada a describir el cambio de la FCK en el
que denominamos el “caso limite”, es decir, aquel en el que rg (H) +rg (M) = min{m, n}.
Como ya hemos comentado, en este caso, el haz perturbado H + M no tiene indices
minimales derechos (si n < m) o izquierdos (si m < n). Esto significa, hablando sin
rigor, que la estructura singular derecha (si n < m) o izquierda (si m < n) de H se
“convierte” en regular. En la Seccién 6.7 determinamos cudl es esa nueva parte regular, lo
que nos permite obtener la FCK genérica del haz perturbado H + M. Esta forma genérica
esta compuesta de:

1) La estructura regular de H,
2) la estructura regular que se crea a partir de la estructura singular de H,

3) la estructura singular derecha (si m < n) o izquierda (si n < m) cuyos indices
minimales describe el Teorema 6.5.10.

El comportamiento genérico (descrito en el Teorema 6.5.10) del cambio en la FCK de
haces singulares depende del rango de la perturbacién, como es natural, y también de los
ordenes singulares de dicha perturbaciéon. Este hecho, a priori sorprendente, se volvera mas
natural a la luz de los resultados del Capitulo 7, donde demostraremos que el conjunto
de haces matriciales de rango menor o igual que r se descompone en r + 1 varedades
irreducibles, asociada cada una de ellas a uno de los érdenes singulares que pueden darse
en haces de rango r (es decir: los nimeros naturales desde 0 hasta r).
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En este capitulo seguiremos las definiciones y notaciones de los apartados §2.3 y §2.4.
En las definiciones correspondientes a este ultimo, que estd dedicado esencialmente a
polinomios de grado arbitrario, hemos de considerar el caso particular de un polinomio
de grado 1, lo que supondrd, en general, sustituir la notacién L()A) (polinomio) por H(\)
(haz).

La FCK de una suma directa, H ()& M ()), de dos haces matriciales H(X) y M (A) es la
suma directa de las FCKs de H(\) y M ()), salvo permutaciones de los bloques diagonales.
Por lo tanto, la caracteristica de Segre de ¢ relativa a L(A)@ M (X) se obtiene simplemente
uniendo las caracteristicas de Segre de A relativas a L(\) y a M(A) y reordenando la
sucesion resultante. Esto se sigue de [26, Th. 5, Ch. VIJ.

6.2. Desarrollo de un haz como suma de haces de
rango 1

El desarrollo que se presenta en el Lema 6.2.1 tiene un papel clave en lo que seguira a
continuacion.

Lema 6.2.1 Sea M(X) un haz matricial m x n de rango p, y sea € su orden singular
derecho. Entonces M () se puede expresar en la forma

M) = vi(Nw] (A) + ... +v,(Nw) (A) (6.3)
donde

(1) {vi(A),...,v,(N)} es un conjunto linealmente independiente de vectores polindmicos
de C™(X\) cuyos grados son, a lo sumo, 1;

(ii) {wi(A),...,w,(A)} es un conjunto linealmente independiente de vectores polinomi-
cos de C"(X\) cuyos grados son, a lo sumo, 1;

(iii) cada sumando v;(\)wl (N), 1 <i < p, es un haz m x n de rango 1, es decir, v;(\) y

w;(A) tienen ambos grado cero, o bien uno de ellos tiene grado 0 y el otro grado 1 ;

(iv) hay € vectores entre wi(X), ..., w,(X) con grado exactamente 1, y los restantes vec-
tores w;(\) tienen grado 0.

Una descomposicion (6.3) que satisface estas condiciones se llamard una descom-
posicién derecha de M()\). Cualquier otra descomposicion de M(X) como suma de
p haces matriciales de rango 1 contiene, al menos, € vectores entre wi(A),...,w,(\) de
grado exactamente 1.

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa de la FCK. Sea

Ku(N) = diag(Le,, ..., Lz, L ..., L, Tur),
la FCK de M, donde Jy es la estructura regular de M (\), y existen dos matrices inver-
tibles, X e Y, tales que M(\) = (Y1) Ky (M) X 1. Ahora, nétese que un bloque Lz, se
puede expresar como una suma de £; haces de rango 1,
A -1 1 0

A -1 0 0
= | | [A -1 0]+ [0 A ],
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donde los vectores fila (resp. columna) tienen grado igual a 1 (resp. 0) (véase el Lema
2.3.6). Se puede obtener un desarrollo analogo para un bloque L%j por transposicion,
pero ahora los vectores columna (resp.fila) tienen grado igual a 1 (resp. 0). Para los
bloques de Jordan de [Jj;, correspondientes a los autovalores finitos e infinitos, se tienen
unos desarrollos similares con vectores fila de grado 0. Todos estos desarrollos se pueden
combinar con M()\) = (YT)71Cy (M) X! para demostrar de forma directa los cuatro
apartados del Lema.

Demostremos ahora el hecho de que cualquier otra descomposiciéon de M(A) como
suma de p haces de rango 1 contiene al menos € vectores entre wy(A), ..., w,()\) con grado
exactamente 1. Nétese que el conjunto de soluciones de M (A)z(\) = 0 coincide con el
conjunto de soluciones de [wy(N), ..., w,(A)]Tz(\) = 0y, por lo tanto, los indices minimales
derechos de los haces M (\) y Do+AD; = [wi(N), ..., w,(N\)]" son iguales. Si hubiera menos
de € vectores entre wy(A),...,w,(\) con grado exactamente 1, entonces rg (D;) < €. Esto
implicarfa que la matriz coeficiente de A en la FCK de [wy()),...,w,(A\)]T tiene rango
menor que £, lo que esta en contradiccion con el hecho de que € es el orden singular
derecho. ]

Observacion 6.2.2 Se puede obtener un resultado similar al enunciado en el Lema 6.2.1
considerando el orden singular izquierdo, 1, del haz M (\) y escribiendo los vectores colum-
na de los desarrollos de los bloques de Jordan de Jy; como vectores de grado 0. En este
caso, obtendremos una descomposicién izquierda de M(\):

M) = (Nwf (N) + ...+ @p(/\)ﬁ?T(/\), (6.4)

p

donde los vectores {U1(N), ..., 0,(N)} y {wi(N),...,0,(\)} tienen las propiedades que se
enuncian en los apartados (i), (ii), y (iii) del Lema 6.2.1, mientras que (iv) se sustituye
por la condicion: “hay 1 vectores entre {v1(N),...,0,(A)} con grado exactamente 1, y los
restantes vectores tienen grado 07.

Observaciéon 6.2.3 Las descomposiciones derecha e izquierda no son unicas. Ademds,
una descomposicion izquierda de M(X\) puede no ser simultdineamente una descomposi-
cion derecha. De hecho, como puede verse siguiendo la demostracion del Lema 6.2.1, una
descomposicion de M(X) de la forma (6.4) serd al mismo tiempo una descomposicion
derecha e izquierda si y sélo si M(\) no tiene estructura regular.

Ejemplo 6.2.4 Vamos a mostrar una descomposicién derecha y otra izquierda de un haz
cone =1, =0y p=2. Dicho haz ha de tener estructura regular 1 x 1. Tomemos, por
ejemplo:

A —1 0
MAN=]|0 0 0
0 0 A

Tenemos las descomposiciones derecha e izquierda:

[N —1 0 ] 1 0
00 O|=|0|[Xx-10]+|0]|[00 1],
0 0 A] [0 A
A -1 0] [1] [0
000 0f[=|0][A-10]+[0][00 X].
|0 0 A] [0 |1
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Es imposible obtener una descomposicién que sea, al mismo tiempo, descomposicién
derecha e izquierda de M (\). O

Ejemplo 6.2.5 La siguiente descomposicion de un haz sin estructura regular es, al mismo
tiempo, descomposicién derecha e izquierda:

A -1 0 1 0
00 X |=|0|[Xx-1O0]+| x [[001].
0 0 -1 0 ~1

Observamos, finalmente, que el desarrollo (2.10) no es, en general, un desarrollo del
tipo (6.3) para el caso en que L(\) es un haz, porque los sumandos h;(L)a;(\)z! (\)

(2
tienen, en general, grado mayor que 1.

6.3. Hipdtesis de rango bajo: significado y generici-
dad

A lo largo de esta seccion trataremos, como en el capitulo anterior, con tres haces
complejos de tamano m x n: el haz (fijo) no perturbado lo denotaremos H(\), el haz
perturbacion se denotard M (M), y el haz perturbado es, como en el capitulo anterior, la
suma (H+M)(X). El haz H()) no tiene rango completo y su FCK se supone conocida y la
denotaremos por Ky (M), como en (2.5). Omitiremos con frecuencia la variable A cuando
no haya riesgo de confusion.

Como se ha anunciado al comienzo del capitulo, el conjunto de perturbaciones que
consideramos es el conjunto de haces

C={M(A) : rg(M) = p}, (6.5)
donde p > 0 es un ntmero entero tal que
rg (H) + p < min{m,n}. (6.6)

Esta es la condicién de rango bajo que impondremos al conjunto de perturbaciones.
Noétese, ademds, que p > 0y (6.6) implican que rg (H) < min{m,n}, es decir, que H(\)
no tiene rango completo.

Un resultado clave en esta seccion es que la propiedad

rg(H+ M) =rg(H)+rg (M), (6.7)

es genérica en el conjunto C. Esto se demuestra de manera rigurosa en el Teorema 6.3.1
més adelante. Combinando este resultado con la identidad (2.6), se puede decir que, para
perturbaciones que pertenecen al conjunto C, los haces perturbados (H + M)(A) tienen,
genéricamente, n—rg (H )—p indices minimales derechos y m—rg (H)—p indices minimales
izquierdos. Véase el Corolario 6.3.2 posterior acerca de este particular.

Noétese que, teniendo en cuenta que H + M es un haz m x n, la condicién (6.7) implica
que rg (H) + rg (M) < min{m,n}, es decir: la hipdtesis (6.6), y también que H(X\) no
tiene rango completo si M () no es el haz nulo, es decir, para perturbaciones no triviales.
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Estos hechos y la genericidad de (6.7) en el conjunto C nos llevan a imponer la condicién
rg (H+ M) =rg(H)+rg (M) en la mayorfa de los lemas y teoremas que demostraremos,
sin mencionar explicitamente la condicién de rango bajo (6.6).

El apartado §6.5 esta dedicado al estudio de los indices minimales del haz (H 4 M)(\).
En dicho apartado, la condicién

rg(H+ M) =rg(H)+rg(M)<n (6.8)

se asume como hipdtesis en muchos de los resultados. Notese que (6.8) es consecuencia
de (6.7) s6lo si min{m,n} = m < n. De lo contrario, (6.8) es una hipétesis adicional.
El motivo de suponer (6.8) en la Seccién 6.5 es que, de acuerdo con (2.6), el nimero de
indices minimales derechos de H + M es n —rg (H + M), que es cero si rg (H + M) = n.
Por tanto, el estudio de los indices minimales derechos genéricos de H + M sélo tiene
sentido si (6.8) se da. Para el caso de los indices minimales izquierdos se usard m en lugar
de n en la condicién (6.8).

6.3.1. Genericidad de la hipétesis rg(H + M) = rg(H) + rg(M).
Numero de indices minimales de H + M

El propdsito de este apartado es presentar una demostracion rigurosa de la genericidad
de la hipotesis mas crucial de nuestra teoria de perturbaciones de rango bajo de haces
singulares. Esta hipdtesis determina el niimero genérico de indices minimales derechos e

izquierdos del haz perturbado (H + M)(A).

Teorema 6.3.1 Sean H(\) un haz matricial complejo de tamano m X n y p un nimero
entero positivo tal que rg (H)+p < min{m,n}. Entonces, el conjunto de haces matriciales
complejos m x n

G={M() haz m xn :xg(M)=p y rg(H + M) =rg(H)+rg (M)}
es denso y abierto en el conjunto de haces matriciales complejos m x n de rango p.

Demostracion. Primero, demostraremos que G es denso en el conjunto de haces
de rango p. Nétese que rg(H + E) < rg(H) + rg(E) para cualquier haz F(\). Por
lo tanto, tenemos que demostrar que, para cada haz E(\) con rango p y rg(H + E) <
rg (H)+rg (E), existe una sucesién {M® (X))}, C G cuyo limite es E()\). Sear = rg (H).
De acuerdo con (6.3), podemos escribir

T

HQ) = vi(Nw](A)+ ... +v.Nwl(N)
a1 (A) + ...+ a, (A (),

(H+ E)YN) =[] ... Jvo,laa]. .. |a,] [wi] ... Jw bl ... b,]T

donde hemos omitido, en algunos casos, la variable A por simplicidad. Con argumen-
tos elementales se puede probar que rg(H + E) < rg(H) +rg(E) = r + p si y s6lo
sirg [vi|...|vas] .. |a,] < r+p 6 rgfw]...|wlbi]...|b)] < r+ p. Supongamos que
rg [v1]...|vp|ai] ... |a,] <7+ p. Debido al hecho de que el conjunto {vy,...,v,} es lineal-
mente independiente, esto implica que

(i) rg [v1]... |velaa] ... Ja,) =74+ p con 0 < p<p;y
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(ii) los vectores ay,...,a, se pueden reordenar como a;,,... s Qisy Ak s - - - Gk, , donde
{v1,.. ., vr, a4y, . ,aiﬁ} es un conjunto linealmente independiente.
Ahora, el Lema 2.5.7 se utiliza para demostrar que existen p — p vectores, u;,, ... S Uj, s
de la base canoénica de C™ tales que, para cadat=1,2,...,
1 1
g |vi] .. fvelag, |-l fag, + Zujl\ o an,_ + T, | =T

t t . :

Sea {ag), . ,af))} el conjunto de vectores que se obtienen de {as,...,a,} reemplazan-
1 1 .

do ag,,...,ar,_, POr i, + Uj, ... ak,_ + quj . Sirg [wi]...|wlbi]...[b] < 7 +p

o . t t
procedemos de una manera similar para obtener un conjunto de vectores {bg ) e ,b})}.

Finalmente, definimos la sucesion de haces

MO = a? NP )T + ...+ aP NPT t=1,2,....

Es inmediato comprobar que: (i) lim;_..c M®(\) = E()); (i) rg (M®) = p para todo t;
y (iil) rg (H + M®) = rg (H) + rg (M®) para todo t. Esto demuestra que G es denso.

Ahora, demostraremos que G es abierto en el conjunto, C, de haces matriciales de
rango p (definido en (6.5)). Para este fin, observamos, en primer lugar, que G C C C C*™.
Consideramos en C la topologia del subespacio inducida por la topologia usual de C*™",
como ya se ha explicado anteriormente. Asi pues, para demostrar que G es abierto en C,
es suficiente demostrar que todo haz M()\) € G estd incluido en un abierto Xy, de C*™"
tal que

rg(H+ E)>rg(H+ M) =rg(H)+rg(M) paratodo E € X).
Si esto ocurre, entonces:
1. Xy NC es abierto en C; y

2. el hecho de que rg (H) +rg (M) <rg(H + FE) <rg(H)+rg(FE) para todo E € Xy,
implica que rg (H + E) =rg (H) +rg (E) para todo E € X, NC. Esto significa que
Xy NC CGyque M es un punto interior de G.

Veamos cémo se construye Xy, C C*™. Dado M € G, la igualdad rg (H + M) = rg (H) +
p =1+ p implica que el haz (H + M)(\) tiene un menor de orden (r + p) X (r + p) que
es un polinomio en A con al menos un coeficiente no nulo. Sea det(H + M)(a, 3) este
menor, donde los conjuntos o C {1,...,m} y 5 C {1,...,n} denotan, respectivamente,
las filas y columnas que definen el menor. Identificando cada haz E(\) = Ey + AE; con
un elemento de C?*™ los coeficientes del menor det(H + E)(«,3) definen una funcién
continua f(F), donde f : C*" — C""7T! porque estos coeficientes son polinomios en
las entradas de las matrices complejas Fy y Ej. Teniendo en cuenta que f(M) # 0, existe
una bola abierta, B, en C"™T! cuyo centro es f(M) y tal que 0 ¢ B. Entonces podemos
tomar Xy, = f~1(B), que es abierto, de modo que f(E) # 0 para todo E € Xy, y, por
tanto, rg (H + E) > r + p para todo E € X). [

Como consecuencia del Teorema 6.3.1 y la igualdad (2.6) podemos determinar el
nimero genérico de indices minimales derechos e izquierdos de H + M.
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Corolario 6.3.2 Sea H(\) un haz matricial complejo de tamano m x n con p indices
mainimales derechos y q indices minimales izquierdos, y sea p un niumero entero positivo tal
querg (H)+p < min{m,n}. Entonces, el conjunto de perturbaciones M(\) conrg (M) = p
y tales que H + M tiene p — p indices minimales derechos y q — p indices minimales
1zquierdos es un abierto denso en el conjunto de haces matriciales complejos m X n de
rango p.

6.4. La estructura regular del haz perturbado

En este apartado, que es el equivalente a §5.2 para haces matriciales singulares, obten-
dremos informacion sobre la estructura regular de la FCK del haz perturbado (H + M)(\)
en términos de las estructuras regulares de H () y M(A), es decir: de Jg y Ju. Con la
tnica hipétesis rg (H + M) = rg (H) 4+ rg (M), demostramos que, para cada autovalor de
H o de M, la estructura regular de H + M tiene, al menos, tantos bloques como Jg ® Js,
con dimensiones mayores o iguales que las dimensiones de los bloques de Jgy @& Jys. Esto
significa, en particular, que pueden aparecer mas bloques. Este resultado se presenta en
el Teorema 6.4.5. En la Seccién 6.6 veremos que la estructura regular genérica de H + M
es, precisamente, Jy & Jy sirg (H + M) =rg(H) +rg(M) < min{m,n}.

En esta seccién, utilizaremos el lema auxiliar 6.4.1. Aparece sin demostrar en [46], y
su demostracion es elemental.

Lema 6.4.1 [46, p. 799] Si D = diag(z1,...,2,) y G es una matriz arbitraria k X k,
entonces

det(D+G):detG—l—Zz,,1...sz det (v, ..., v;),

donde la suma varia entre todos los j € {1,...,k} y todos los vy, ... ,v; tales que 1 <
n <...<v; <k, G(n,...,v;) denota la matriz obtenida a partir de G eliminando las
filas y columnas cuyos indices son vy, ... ,v;, ydetG(1,... . k) =1.

El Lema 6.4.2 extiende el resultado [76, Th. 1] bajo hipétesis mas restrictivas.

Lema 6.4.2 Sea L(\) un polinomio matricial m x n con rango r, y ey < ... < e, las
multiplicidades parciales de Mg relativas a L(X\). Sea M(X) un polinomio matricial de
rango 1, y e la multiplicidad parcial de Ao relativa a M(X). Supongamos que rg (L+ M) =
rg (L) +rg(M), y que e; < e < €41, para algun i € {0,1,...,r}, donde definimos
eo = —1 y e,y1 = 00. Entonces, las multiplicidades parciales fi < ... < fro1 de Ao
relativas a (L + M)(\) satisfacen:

fl:€1>---afi:eiaegfi+1aei+l§fi+2>-"7€r§fr+l-

Observacion 6.4.3 Notese que, en el Lema 6.4.2, es posible que ey = ... = e, =0 o0 que
e =0, es decir, \g puede no ser un autovalor de L(\) ni de M(N).

Demostracion del Lema 6.4.2. El Teorema 5.2.1 implica que

e1 < fa,ea < f3, ..., e < frp.

Luego, sélo necesitamos probar que f; = e1,..., fi = €;, ¢ < fir1. Sean U(N) y V(A)
los polinomios matriciales, con determinante constante no nulo, que transforman L en
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su forma normal de Smith, es decir, U(A)L(A)V(X) = diag (A — Xo)'p1(A), ..., (A —
Ao) pr(A),0,...,0), donde los polinomios p (), . .., pr(A) satisfacen p;(Ag) # 0, para j =
1,...,r. Los polinomios invariantes y las multiplicidades parciales permanecen inalteradas
por la multiplicacién de U(X) y V()), luego podemos centrarnos en las multiplicidades
parciales del polinomio matricial:

UMNL+M)YMNV(A) = diag (A= )" p1(A), ..., (A= X)) pr(A),0,...,0) (6.9)
+ (A= o) z(N\)y" (),
donde el segundo término del lado derecho es U(A)M (A\)V () (véase (2.10)).

En el caso ey < e < ey, i.e., i = 0, el exponente del factor (A — Ag) del méximo comun
divisor de todos los menores 1 x 1 de (6.9) es mayor o igual que e, luego e < f; por
definicién de los polinomios invariantes [26, Ch. VI, §3], y el resultado queda demostrado.
Supondremos, de ahora en adelante, que ¢ > 1. En lo que resta de la demostracién,

probaremos que si ¢, para k = 1,...,r + 1, denota el exponente del factor (A — Ag) del
méximo comun divisor de todos los menores k X k en (6.9), entonces

co=e,ca=e1+ey,...,c;=e1+...+¢,c1>e1+...+e+e (6.10)

Esto y la definicién de polinomios invariantes implican que f; =ey,..., fi=¢;, e < fii1.

Es facil ver que la menor potencia de (A — Ag) en un menor 1 x 1 de (6.9) es ey, luego
¢ = e;. Para k > 2, nétese que todos los menores no nulos de tamano k x k de (6.9)
han de contener, al menos, k — 1 de las (1,1),...,(r,r) entradas diagonales. Entonces, un
menor k X k no nulo de (6.9) ha de ser de uno de estos dos tipos:

()
det (diag (A = A0) iy (A, 10y oy (A= o) % 1p L (N)) + (A = M)z (N)y” (Vi)
(i)
det (diag ( (A — A0) i (V). o, (A = A)epi (A)) + (A= Ao e(Ny We) ,  (6.11)

donde [z(A)yT()\)]x es una cierta submatriz k x k de z(A)y”()\). Si a estos menores les
aplicamos el Lema 6.4.1, vemos que

(i) Todo menor del tipo (i) puede escribirse como
(A — Ag)ertter-ite g()), (6.12)
donde ¢(\) es un polinomio.
(ii) Todo menor del tipo (ii) puede escribirse como
(A — Ag)ertter-rtmin{eer) 1)), (6.13)
donde () es un polinomio.

En el caso k = 141, estos resultados implican directamente que ¢;11 > e1+...4¢;+e.
En el caso k <4, (6.12) y (6.13) implican que ¢ > e; + ... + ex. Més atn, la igualdad se
sigue tomando en (6.11) los indices particulares i; = 1,iy = 2,...,i; = k, y aplicando el
Lema 6.4.1. [ |

Como consecuencia del Lema 6.4.2 se tiene:
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Corolario 6.4.4 Sean L(\) y M(X) dos polinomios matriciales m x n tales que rg (M) =
1 yrg(L+ M) =rg(L)+rg(M). Sea h(M) el tinico polinomio invariante de M(N).
Entonces

St+m(Xo) = Scann (M) = Scem(Xo),  para todo nimero complejo Ag.

Demostracion. Usaremos la notacién del Lema 6.4.2 para las multiplicidades par-
ciales de \g. La multiplicidades parciales de \g relativas a L@ h(M) son e; < ... <¢; <
e < ey < ... < e porel Teorema 5 de [26, p. 142, Ch. VI]. Estas son también las
multiplicidades parciales de A\ relativas a L& M, por el mismo argumento. El Lema 6.4.2
implica la desigualdad Spa(Xo) > Sranan(Xo). ®

A continuacién, enunciamos y demostramos el resultado mas importante de este aparta-

do.

Teorema 6.4.5 Sean H(\) y M(\) dos haces matriciales m x n tales que rg (H + M) =
rg (H)+rg (M). Entonces, para cada nimero complejo Ny, incluido el infinito, Sgiar(Xo) >
Suem(Xo). Esto significa, en particular, que si Ao es un autovalor de H(X) o si Ay es un
autovalor de M(X) entonces A\ es un autovalor de (H + M)(X).

Demostracion. Consideraremos solamente nimeros finitos \g. El resultado para el
autovalor infinito se sigue de considerar el autovalor cero de los haces duales de H(\) y
M (). De acuerdo con (2.10), M(A) se puede expresar como

M) = hi(M)by(N)ef (A) + ...+ h (M) by(A)ch (N),

donde p = 1g(M), y ha(M),...,h,(M) son los polinomios invariantes de M (X). La
propiedad rg (H + M) = rg (H) + rg (M) implica que

vg (H + hy (M) bycT + ...+ hyy(M) bycT) (6.14)
=T1g (H + hl(M) blc{ 4+ ...+ hk_l(M) bk_lc;f_l) + g (hk(M) bkc"kF) s

para k =1,..., p. Hemos omitido la variable A por simplicidad. Por lo tanto, el Corolario
6.4.4 se puede aplicar p veces para demostrar

Swm(No) S(H+h1(M)b1c1T+...+h,,_1(M)bp_lcpT_l)@hp(M)()\0) EN

>
> Shah ()e...en,01)(Ao),

donde hemos usado que (A+ B)®C = (A® C) + (B ®0). Finalmente, el Teorema 5 de
[26, P. 142, Ch. VI] implica que SH@hl(M)ea..@hp(M)()\O) = SH@M()\O) | |

6.5. Los indices minimales del haz perturbado

El propésito de este apartado es determinar los indices minimales del haz pertur-
bado (H + M)(XA) a partir de ciertos datos de H(A) y M(A). En aras de la brevedad,
desarrollaremos los resultados solamente para los indices minimales derechos. Los re-
sultados equivalentes para los indices minimales izquierdos pueden obtenerse de manera
inmediata a partir de éstos considerando los indices minimales derechos del haz traspuesto

(H + M)T(N).
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El principal resultado de esta seccion es el Teorema 6.5.10, donde se determinan todos
los indices minimales derechos de H + M para la mayor parte de las perturbaciones M
con un rango y un orden singular derecho determinados. La genericidad de las hipotesis
del Teorema 6.5.10 se discutira en la Subseccién 6.5.5. El Teorema 6.5.12 presenta cierta
informacion genérica sobre los indices minimales derechos de H + M cuando sélo es
conocido el rango de la perturbacién.

De acuerdo con el Lema 2.5.3, determinar los indices minimales derechos de H +
M es equivalente a encontrar los grados de una ROMB de H + M. Esta ROMB no
serd construida explicitamente, pero los grados de sus vectores seran determinados con
precision. El Lema 6.5.1 es el resultado clave para abordar esta tarea, porque permite
delimitar la busqueda de esta base.

Lema 6.5.1 Sean H(\) y M(\) dos haces matriciales complejos tales que rg (H + M) =
rg (H) 4+ rg(M). Entonces x(\) es un vector nulo derecho de H + M si y solo si x(\) es,
simultdneamente, un vector nulo derecho de H(\) y M(X\). En otras palabras: N(H+M) =
N(H)NN(M).

Demostracién. Sea col(H) el espacio de columnas de H(\) en C™()). Entonces,
dim(col(H+M)) < dim(col [H M]) = dim(col(H))+dim(col(M))—dim(col(H)Ncol(M)).

La hip6tesis rg (H + M) = rg (H) + rg (M) implica que col(H) Ncol(M) = {0}. Si z(\)
es un vector nulo derecho de H + M entonces H(A)z(\) = —M(N)x(A). Nétese que el
vector z(A) = H(A)z(A) = =M (N)z(\) es un vector de col(H) N col(M), luego ha de ser
z(A) = 0y, por tanto, H(A)xz(A) = M(X)z(\) = 0. El opuesto es trivial. [

Ya hemos observado en la Seccién 6.3 que si rg(H + M) = rg(H) +rg(M) = n
entonces el haz (H + M )(\) no tiene indices minimales derechos. Por lo tanto, en el resto
de esta seccidén, se supondra que rg(H + M) = rg(H) + rg (M) < n. Esto implica que
rg (M) < p, donde p es el nimero de indices minimales derechos de H.

6.5.1. Polinomios conexién y matrices mosaico Toeplitz asocia-
das

A partir del Lema 6.5.1, es posible obtener una caracterizaciéon mas especifica del
espacio nulo derecho de H + M.

Lema 6.5.2 Sean H(\) y M()\) dos haces matriciales m x n tales que rg(H + M) =
rg(H) + rg(M) < n, € el orden singular derecho de M(X), y {z1(N),...,2,(A)} una
ROMB de H()\). Consideremos una descomposicion derecha de M(N) dada por (6.3),
donde los primeros € vectores de {wi(N),...,w,(\)} se suponen de grado 1 sin pérdida de
generalidad. Entonces, todo vector nulo derecho de (H + M)(\) es una combinacion lineal
de los vectores {x1(N), ..., x,(N)} con coeficientes polindmicos. Mds ain,

z(A) = a1(N)z1(A) + ...+ ap(N)xp(N) (6.15)
es un vector nulo derecho de (H + M)(X) si y sélo si los polinomios aq(N),. .., ap(N)
satisfacen el sistema de ecuaciones lineales en CP()\)

CLH()\)Oél()\) + ...+ Cllp()\)Oép()\) =0

z S (6.16)

ap(AN)ar(A) + ... +ap(Map(h) = 0
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donde
a;(\) = wl (Nz;(\), i=1,....,p, 5=1,...,p. (6.17)

Demostracién. Un vector polinémico, x(\), es un vector nulo derecho de H + M
si y sélo si es un vector nulo derecho de H y M, por el Lema 6.5.1. H(A)z(\) = 0 es

equivalente al hecho de que x(\) sea una combinacién lineal de {z1(A),...,z,(A)} con
coeficientes polindémicos, por el Lema 2.5.5. M (A)z(A) = 0 es equivalente, teniendo en
cuenta (6.3), a w{ (\)z(A) = ... = wl (\)z(X) = 0, y éste es precisamente el sistema de
ecuaciones (6.16). [

El sistema de ecuaciones (6.16) es de capital importancia en esta seccién, porque el
conjunto de sus soluciones nos permite obtener el espacio nulo derecho de H + M a través
de (6.15), y nuestra intencién es conocer los grados de una ROMB de N (H + M). Asi,
los coeficientes a;;(A) del sistema (6.16) tienen un papel esencial. Se trata de polinomios
en la variable X\ y relacionan los haces H y M. Seran utilizados con frecuencia, por lo que
introducimos la siguiente definicién.

Definicién 6.5.3 Un conjunto de polinomios {a;;(\) : i = 1,...,p, 7 = 1,...,p}
como los que aparecen en (6.17) se denominard un conjunto completo de polinomios
conexién derechos de H(\) y M()).

Dado que, ni una ROMB de H ni una descomposicién derecha (6.3) de M son unicas,
un conjunto completo de polinomios conexién derechos de H y M no es necesariamente
unico.

Observacion 6.5.4 Una descomposicion izquierda (6.4) de M(\) y una LOMB de H(\),
dada por {y1(X),...,y,(N)}, definen un conjunto completo de polinomios conexién
izquierdos de H(\) y M(\). Se trata de los polinomios

FEstos polinomios son necesarios para obtener los indices minimales izquierdos de (H +

M)(N).

Denotemos por €1 < ... < g, los indices minimales derechos del polinomio no pertur-
bado H(A), y por € el orden singular derecho de M(\), como en la Seccién 6.2. Entonces
los grados de los polinomios conexién derechos de H y M estan acotados de la siguiente
manera
€j+1 s i:1,...,g

gj s Z:g—f—l,,p

dogfasy () < {

Para la mayoria de las perturbaciones M () estas desigualdades son, de hecho, igualdades,
aunque esto no se supondra en los siguientes desarrollos. No obstante, el comportamiento
genérico de los indices minimales del haz perturbado H 4+ M se cumple bajo ciertas condi-
ciones que limitan el nimero de polinomios conexién derechos con grado estrictamente
menor que el término de la derecha en (6.18). Estas condiciones genéricas involucran
ciertas de las matrices mosaico Toeplitz que aparecen en la siguiente definicion.

(6.18)

Definicién 6.5.5 Sean e; < ... < ¢, los indices minimales derechos del haz H(\), € el
orden singular derecho del haz M(X), y{a;;(A\) : i=1,...,p, j=1,...,p} un conjunto
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completo de polinomios conexion derechos de H y M. FExpresemos estos polinomios como
siguet

0 1 € €ij 8+1 5 'l:l,,g
aij(A) = a;; + Aaj; + ...+ A¥a;7,  donde eij:{ jg]- Ci—E41.p
Sean k y d dos nimeros enteros no negativos tales que 1 < k <p yd > e, — 1. La k-
ésima matriz mosaico Toeplitz de grado d asociada a los polinomios conexion a;;(\)
se denota por Ag(d), y es la matriz particionada en p filas y k columnas de bloques cuyo
bloque (s,t), para s=1,....,p y t=1,... k, es la matriz de Toeplitz

- 0 .
CLst

€st
gt

0
ast

€st
Qg

d—e,+1

con d —e; + 1 columnas, y, por lo tanto, un nimero de filas igual a

d+2 , s=1,...,¢

Observacién 6.5.6 Notese que, en el caso d = ¢, — 1, la k-ésima columna de bloques
de Ag(d) estd formada por matrices que tienen un “nimero de columnas igual a cero”,
es decir, por matrices vacias. Esto también ocurre para aquellas columnas cuyo indice j
satisface d = ¢; — 1. Entendemos que en este caso Ay(d) tiene menos de k columnas de
bloques. Este convenio simplificard la notacion y los enunciados de nuestros resultados.

La importancia de la familia de matrices mosaico Toeplitz A (d) se pondra de manifies-
to en el Lema 6.5.7. Este resultado extiende y complementa el Lema 6.5.2 caracterizando
los vectores nulos derechos de H + M de un grado determinado a través de sistemas
de ecuaciones lineales con coeficientes constantes, es decir, sistemas de ecuaciones en
C" y no en C"(\) como (6.16). Los grados son las cantidades fundamentales en esta
seccién, porque nuestro objetivo es obtener los grados de los vectores de una ROMB de
H + M, esto es, los indices minimales derechos de H + M. De acuerdo con el Lema
6.5.2 todos los vectores nulos derechos, (), de H + M son de la forma (6.15), y tienen
deg(z) = max;<;<, {€; + deg(a;) = ai(A) # 0} [24, Main Theorem en p. 495]. Esto implica
que si j es el mayor indice tal que a;(A\) # 0, entonces deg(z) > ¢,. Para encontrar los
grados méds pequenos, hay que considerar necesariamente combinaciones lineales z(\) =
ar(N)z1(A) + ...+ ag(N)xk(X), con k < j. Véase también el Lema 2.5.5.

Lema 6.5.7 Sean H(\) y M(X) dos haces matriciales complejos m x n tales que rg (H +
M) =rg(H)+1g(M) < n, {x1(N),...,2,(\)} una ROMB de H, ye; < ... < g, los
indices minimales derechos de H, i.e., deg(x;) = &;. Entonces:

k

'El lector ha de notar que la notacién de superindices a;; mo significa la k-ésima potencia de a;;.
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1. Todo vector nulo derecho, x(\), de (H + M)(\) de grado d se puede expresar en
la forma x(A) = ag(N)x1(A) + ... + ag(N)xk(X) para el mayor nimero k tal que
1 <k<pyd>eg, yun conjunto unico de polinomios {ai(A),...,ar(N)}.

2. Mas aun,

z(A) = ag(N)x1(A) + ..o+ ap(Nag(N), (6.19)
es un vector nulo derecho de (H + M)(X) de grado d > ¢y, si y sdlo si los polinomios
a(N), ..., ag(N) satisacen las siguientes dos condiciones:

(i) Los polinomios a;(\) se pueden expresar como
Oéz()\) = Q4o + )\Ckil + ...+ )\disi A d—e; (620)

para todo i = 1,....k, con ajq ., # 0 para, al menos, un indice j.

(ii) Si Ax(d) es la k-ésima matriz mosaico Toeplitz de grado d asociada a un
conjunto completo de polinomios conexion derechos de H y M definido por
{z1(N),...,2,(N)}, los coeficientes o satisfacen el sistema de ecuaciones li-
neales constantes

10

a1 d—e;
Ay | =0 (6.21)

QKo

L Ok,d—e;,

Ndétese que, si todas las soluciones del sistema (6.21) son tales que oy gy = ... =
Qpd—z, = 0, entonces todos los vectores nulos derechos de H+ M de la forma (6.19)
tienen grado menor que d.

Demostracion. La demostracion del primer apartado es una consecuencia directa
del Lema 6.5.2 y el hecho de que en (6.15) deg(z) = maxi<;<, {e; + deg(a) : a;(\) # 0}
de acuerdo con [24, Main Theorem en p. 495]. Una vez que el indice k se ha elegido, la
unicidad de {a1(A),. .., ar(N)} se sigue de la independencia lineal de {z1(\), ..., zk(\)}.

El segundo apartado se sigue de (6.15) y (6.16) definiendo ag41(A) = ... = a,(A) = 0.
Nétese que (6.20) establece simplemente que no hay indices ¢, con 1 < i < k, de modo que
deg(ay) > d — &;, porque esto implicaria que deg(x) > d. La condicién a4, # 0 para
al menos un indice j garantiza que deg(x) = d. Por otro lado, el sistema lineal (6.21) es
el sistema obtenido de (6.16) desarrollando los productos y las sumas de los polinomios
e igualando a cero los coeficientes. Con estas observaciones en mente, la demostracién es
trivial. [

6.5.2. Propiedades de las matrices mosaico Toeplitz

El Lema 6.5.8 recoge las propiedades de las matrices mosaico Toeplitz que utilizaremos
para deducir los indices minimales genéricos del haz H + M.
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Lema 6.5.8 Sea 7 = {Ax(d) : 1 <k <p,d>e,— 1} el conjunto de matrices mosaico
Toeplitz de la Definicion 6.5.5. Entonces:

1. El nimero de filas de Ag(d) es igual a p(d+ 1) + €.

2. El numero de columnas de Ax(d) es igual a k(d+ 1) — 25:1 £j.

3. Ag(d) tiene mds columnas que filas si y solo si

k ~
- &t ¢€

k>p y d> ZZ; -1
k—p

4. Si las columnas de Ai(d) son linealmente independientes, i.e., Ax(d) tiene rango
completo por columnas, entonces toda matriz Ag/(d') de T con k' < k yd < d tiene
rango completo por columnas.

5. Silas filas de Ak(d) son linealmente independientes, i.e., Ax(d) tiene rango completo
por filas, entonces toda matriz Ay (d') de T con k' > k yd > d tiene rango completo
por filas.

6. Si las filas de Ag(d) son linealmente independientes entonces

CLH()\) alg(/\) N alj()\)
rg : : : =p para j>Fk (6.22)
ap(A)  ap(A) ... ay(A)

Demostracion. Los tres primeros apartados son consecuencia inmediata del nimero
de filas y columnas de los bloques que aparecen en la Definicién 6.5.5.

4. Nétese que Aj_1(d) se obtiene de Ag(d) eliminando la tltima columna de bloques.
En consecuencia, las columnas de Aj_;(d) son un subconjunto de las columnas de Ag(d).
Entonces, Ax_1(d) tiene rango completo por columnas si Ax(d) tiene rango completo por
columnas, y, por induccién, Ay (d) tiene rango completo por columnas siempre que k' < k.

Sid—12> ¢, — 1 entonces Ax(d — 1) es un elemento de 7, y es obtenido a partir de
A (d) eliminando la tdltima columna de cada bloque de Ay (d) para dar una cierta matriz
Al (d) y, tras esto, eliminar la ultima fila de cada bloque de A} (d) para llegar a Ax(d—1).
Pero, nétese que Aj(d) es de rango completo por columnas, y que las tltimas filas de los
bloques de Aj(d) son filas de ceros, luego Ax(d — 1) tiene también rango completo por
columnas.

Sid—1<¢er—1entonces Ax(d— 1) no estd en 7. Sea k' < k el mayor indice tal que
d—1> e — 1. Entonces Ay (d — 1) es un elemento de 7, y Ay (d) tiene rango completo
por filas. El argumento del tltimo parrafo se puede aplicar para demostrar que Ay (d—1)
tiene rango completo por columnas.

Finalmente, los resultados anteriores se pueden combinar inductivamente para de-
mostrar el apartado 4.

5. Sea k' > k. Entonces la submatriz de Ay (d) que contiene las primeras k(d + 1) —
25:1 g, columnas es precisamente A (d). Por tanto, si Ax(d) tiene rango completo por filas
entonces Ay(d) tiene también rango completo por filas. Para completar la demostracion,
probaremos que Ag(d + t) tiene rango completo por filas para cualquier niimero entero
t > 0 siempre que Ax(d) tenga rango completo por filas. Es suficiente demostrar este
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resultado para t = 1 y después aplicar un argumento inductivo. Notese que la submatriz
de Ax(d) que contiene la ultima fila de cada fila de bloques de Ag(d) tiene filas linealmente
independientes. Esto significa que la matriz

€11 €1k

aqy Ay

B = : :
€p1 €ok
a/pl . s . a/pk

tiene rango p. Obsérvese que la matriz B es también la submatriz p x k de Ax(d + 1)
que contiene las dltimas filas y columnas de los bloques de Ax(d 4 1). Si las tdltimas filas
y columnas de los bloques de Aj(d + 1) se llevan mediante permutaciones a las ultimas
posiciones (hacia abajo y hacia la derecha), el rango no varfa, y la matriz que obtenemos
tiene la estructura,

0 B

El rango de esta matriz es claramente igual a rg(A(d)) + p, que a su vez es igual a
p(d + 2) + €, es decir, el nimero de filas de Ai(d + 1). En consecuencia, Ax(d + 1) tiene
rango completo por filas.

6. Es suficiente demostrar esta propiedad para j = k. Si las filas de Ay (d) son lineal-
mente independientes entonces la submatriz de Ay(d) que contiene la primera fila de cada
fila de bloques de Ax(d) tiene filas linealmente independientes. Esto significa que

0
aqq a1
g | =0
0 0
apl CEEE) a/pk

El resultado se sigue aplicando el primer apartado del Lema 2.5.6 a las filas de la matriz
(6.22) para j = k. [ ]

De acuerdo con [26, Ch. XII, p. 38] (véase también la demostracion del Lema 2.5.3),
el menor indice minimal derecho de H + M es el menor grado entre todos aquellos grados
de vectores nulos derechos de H + M (distintos del vector cero). Teniendo en cuenta
el segundo apartado del Lema 6.5.7, dicho indice minimal mas pequeno corresponde al
menor d para el que un sistema lineal de la familia (6.21) (1 < k < p) tiene soluciones no
nulas con a4, # 0 para al menos un indice j. Nuestra intuicién en este punto es que las
soluciones de este tipo no existen, genéricamente, si Ax(d) tiene un nimero de filas mayor
o igual que el nimero de columnas, y que existen, genéricamente, en el caso contrario.
Esta intuicién esta basada en la idea de que si los coeficientes de los polinomios conexion
son aleatorios para perturbaciones aleatorias M, entonces las columnas de Ay (d) deberian
ser linealmente independientes si Ay(d) tiene mas filas que columnas o el mismo nimero
de filas y columnas. Basandose en esta intuicién, uno puede pensar a priori que el valor
mas habitual del menor indice minimal de H + M para perturbaciones aleatorias M es
el menor valor d tal que alguna de las matrices Ay(d) tiene mas columnas que filas. Por
supuesto, estos argumentos informales tienen que ser respaldados por hipétesis rigurosas,
pero ellos, junto con el tercer apartado del Lema 6.5.8, hacen que sea natural considerar
la siguiente sucesion de ntimeros enteros

k ~
dy, = {%J, para k=p+1,...,p,
- p
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donde |x] denota la parte entera de z, es decir, el mayor entero que es menor o igual
que z. Nétese que Ag(dy) existe sélo si d, > e, — 1, y en este caso el tercer apartado
del Lema 6.5.8 garantiza que Ag(dy) tiene més columas que filas. En cambio, no es dificil
encontrar ejemplos para los cuales dp < ¢, — 1 para algin k. El candidato natural para
el menor indice minimal derecho de H + M es min,; <<, d. Para demostrar que este es
el caso bajo ciertas hipdtesis de genericidad, y también para encontrar el resto de indices
minimales derechos, es necesario estudiar las propiedades de la sucesion {dy}.

Lema 6.5.9 Sean 0 < e; < ... < g, un total de p nimeros enteros, y p, € otros dos
numeros enteros tales que 0 < p < p y 0 <& < p. Consideremos la sucesion de numeros
enteros:

k ~
dk — \‘%J , para k = p+ 1’, o, P (623)
—-p

Entonces:
1.odpy1 2 €pp1 > ... > €.
2. Sidy, < dj_1 entonces dy, > e, > ... > €.
3. St dy < digyq entonces di, < dpy1 < dpo < ... < d,.
4. Sidy < diyq entonces d; < g; para todo i > (k+1).
5. Sea

Amin = min  dg.
p+1<k<p

Entonces todos los indices j tales que d; = dmin son consecutivos, i.e., si dj = duyin
se cumple para mds de un indice, entonces existen dos indices j; < jo tales que

dj:dmin St j1§j§j2, Yy dj>dmin St ]<j1 Oj2<j.
Ademds dj, > €.
6. Sea s el mayor indice tal que dy, = dyi, Yy ds > 5. Entonces

€ > di > ds para todo k > s.

7. Sea s el indice definido en el apartado anterior, As(dmim) Y As(dmm — 1) las matrices
mosaico Toeplitz introducidas en la Definicion 6.5.5. Entonces

(i) As(dmim) tiene mds columnas que filas, y contiene exactamente s columnas de
bloques.

(i) Ag(dmm—1) tiene un nidmero de filas mayor o igual que el nimero de columnas,
o es la matriz vacia.

(iii) Para todo k > s, Ag(dmm) no estd definida o Ay(dmin) = As(dmm)-

Antes de demostrar este Lema, debemos resaltar que el indice s que aparece en el
apartado 6 tendra un papel esencial a la hora de determinar los indices minimales derechos
genéricos de H + M.

Demostracion del Lema 6.5.9. El primer apartado es trivial.
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2. Consideremos las divisiones enteras

k
Zsi +& = (k—p)dp+1,, donde 0<r,<k—p, (6.24)
i=1

k—1
Y ei+8 = (k—1-p)dp_y+m1, donde 0<ry<k—1-p (625
=1

Restando (6.25) de (6.24) llegamos a
Er = (k—p—1)(dk—dk,1)+dk+7’k—7'k,1 < (k—p—l)(dk—dk,1)+dk+k—p—1.

De aqui, e, < (k—p—1)(dy — di—1 + 1) + di < dj.. El dltimo paso es consecuencia de las
desigualdades (dy, —di—1+1) <0y (k—1) > p.
3. Consideremos la division entera

k+1

Zsi +e=(k+1—p)dps1 + 7k, donde 0<rpy <k+1-—p. (6.26)
i=1

Si restamos (6.24) de (6.26) llegamos a
eks1 = (K — p)(drr1 — di) + dpr + 11 — 1 2 (K — p) + diyr + 1e41 — 7% > diy,
donde hemos usado que 741 — 1, > —(k — p). Por lo tanto, hemos demostrado que
dp < djy1 implica epy1 > diyq. (6.27)
Consideremos ahora un indice [ tal que [ > (k + 2), y la divisién entera
!
Zei +e=({—-p)di+r, donde 0<r <Il—p. (6.28)
i=1
Restando (6.26) de (6.28) se llega a
erte 1+ ... Fepo=(d —d1)l—p)+dpr(l = (E+ 1) + 1 — Tgr1,
y entonces,
(&1 = drr1) + (11 — dpa) + o+ (epge — dir) = (d — dpd) (L= p) + 10— Thya

La desigualdad (6.27) implica que (d; — dg41)(l — p) + 1 — r41 > 0, y por tanto, (d; —
dig+1+ 1)(I — p) > 0. Luego hemos demostrado que

dr < dpy1 implica d; > dgyq, paratodo [> (k+2). (6.29)

Este resultado nos permite demostrar el resultado méas general que aparece en el apartado
3. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que diy1 < diyo < ... < d, es
falso. Esto significa que existe un indice [ > (k+2) tal que dy11 < dgro < ... < dj_1 > d.
Sea j el menor nimero entero tal que (k+1) < j < (I-1)yd; =dj41 = ... = d;_;. Notese
que este entero es al menos k + 1, porque dj, < d;_; por (6.29). Entonces d;_; < d;, y se
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puede aplicar (6.29) con k = j—1 para ver que d; < d;. Pero, por otro lado, d; = d;_1 > dj,
lo cual es absurdo.

4. Demostraremos el resultado por induccién. En (6.27), ya hemos demostrado el caso
de partida de la induccién: dii1 < €x11. Supongamos que d; < &;, para algun i > (k+1).
Por otra parte, d; < d;,; debido al resultado del apartado 3. Si d; < d;.1, se puede aplicar
(6.27) con k =i para ver que d;11 < €;41. En otro caso, d; = d;11 y div1 < €; < €i41.

5. El hecho de que los indices son consecutivos es una consecuencia directa del apartado
3. El hecho de que d;, > €, es una consecuencia de los apartados 1 y 2.

6. Si solo hay un indice s tal que ds = dy;, €l resultado es una simple consecuencia de
los apartados 4 y 5. En otro caso, sean j; y js los dos indices que aparecen en el apartado
5. Si s = jo < p, el resultado se sigue nuevamente del apartado 4. Si s < js, entonces,
por definicién, dy = ds41 < €541 < ... < gj,. Por lo tanto, di < e para s +1 < k < jo.
También, por definicién, d;, < d;,+1 v el apartado 4 implica que dj, < ¢j, para k > (jo+1).

7. Las afirmaciones sobre el nimero de filas y columnas de A4(dpm) v As(dmm — 1) se
siguen del apartado 3 del Lema 6.5.8. Recordemos que la j-ésima columna de bloques de
Ay (dwm) tiene dym — € + 1 columnas, luego, dmm > €5 garantiza que todos los bloques
de Ag(dmm) tienen, al menos, una columna. Nétese que dy, > €5 también implica que
i — 1 > €5 — 1, luego Ag(dmm — 1) estd definida, pero alguno de (o todos) sus bloques
pueden ser vacios. Finalmente, para j > s, sabemos que €; > dpm, es decir, €, —1 > diyn.
Esto significa que Ay (dmm), con k& > s, no estd definida salvo que €; — 1 = dyym para
s+ 1 < j <k, pero en este caso los bloques j-ésimos de (Ay(dmm));; son matrices vacias.
|

6.5.3. Los indices minimales derechos genéricos de H + M

Ahora, estamos en disposicién de obtener los indices minimales derechos de (H+M)(\)
para una perturbacion genérica suponiendo que, ademéds del rango, conocemos el orden
singular derecho de la perturbacién.

Teorema 6.5.10 Sean H(\) y M(\) dos haces matriciales complejos de tamano m X n
tales que rg(H + M) = rg(H) +1g(M) < n yp = rg(M). Sean e; < ... < g, los
indices minimales derechos de H, € el orden singular derecho de M, {d,i1,...,d,} la
sucesion de nimeros enteros definida en (6.23), dyim el minimo de esta sucesion, y s el
mayor indice tal que dgs = dyin y ds > €5. Finalmente, sean Ag(dmm — 1) vy Ag(dmm) las
matrices mosaico Toeplitz s-ésimas de grados dym — 1 y dmm, respectivamente, asociadas
a un conjunto completo de polinomios conexion de H y M. Si

As(dpin — 1) tiene rango completo por columnas o es la matriz vacia, y (6.30)

As(dmm) tiene rango completo por filas, (6.31)
entonces (H + M) () tiene los siguientes p — p indices minimales derechos

dmfn: :dmﬁ}< (dmin+1) =...= (dmin+1) §€5+1 S Sgp, (632)

A (.

S—=pP s :yrs

donde v, es el resto de la division entera de Y, €; + € entre s — p.

Demostracién. En primer lugar, observemos que el orden que aparece en (6.32) es
una consecuencia del apartado 6 del Lema 6.5.9. Notese también que, como consecuencia
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de (2.6) y de la igualdad rg (H + M) = rg (H) + rg (M), el numero de indices minimales
derechos de H 4+ M es p — p. Para el resto de la demostracién es conveniente tener en
mente el Lema 2.5.3 aplicado a H + M, y el modo en que se construyen las ROMBs de
H + M (véase el primer parrafo de la demostracién del Lema 2.5.3).

Comenzaremos demostrando que no hay indices minimales derechos de H + M menores
que dyp,. El primer apartado del Lema 6.5.7 y el apartado 6 del Lema 6.5.9 garantizan que
todo vector nulo derecho de H + M de grado d < dy,;, es una combinacién lineal del tipo
z(A) = a1 (AN)x1(A)+. .. +ax(N)xk(N) para algin k < s. En esta situacién, la matriz Ag(d)
que aparece en (6.21) tiene rango completo por columnas en el caso de que Ay(dpm — 1)
tenga rango completo por columnas, debido al apartado 4 del Lema 6.5.8 y, si esto ocurre,
sistema (6.21) solo tiene la solucién trivial z(A) = 0. En el caso de que As(dmm — 1) sea la
matriz vacia, dynm, = € siempre que 1 < k£ < s, y no hay combinaciones lineales no nulas
de {z1(N),...,x2,(A)} con grado menor que €; = dym, porque de lo contrario el menor
indice minimal derecho de H seria menor que €.

Nuestro siguiente paso es demostrar que dy,;, es un indice minimal derecho de H + M.
El sistema (6.21) con matriz de coeficientes Ag(dym) tiene necesariamente soluciones no
nulas porque Ag(dym,) tiene més columnas que filas por el apartado 7 del Lema 6.5.9.
Ademds, no hay soluciones no nulas con aq 4, = 0, porque de lo
contrario las soluciones de (6.21) corresponderian a vectores nulos derechos de H + M de
grado menor que dm,, v ya sabemos que éstos no existen. Esto demuestra que dq, es el
menor indice minimal derecho de H + M.

Para ver que hay exactamente s — p — 7, indices minimales derechos de H + M iguales
a dynm, necesitamos encontrar s — p — 7, vectores nulos derechos de H + M linealmente
independientes y de grado dp,q,, v demostrar que no hay més. De nuevo, el primer apartado
del Lema 6.5.7 junto con el apartado 6 del Lema 6.5.9 garantizan que todo vector nulo
derecho de H + M de grado d,,;, es una combinacion lineal del tipo

.= O q

min —Es

z(A) = ar(N)z1(A) + ...+ as(N)zs (V). (6.33)

Nétese que el conjunto de soluciones de (6.21) con As(dmm) como matrices de coeficientes
se puede describir en términos de un numero de pardmetros libres igual a la diferencia
entre el nimero de columnas y el nimero de filas de A (dym), i-e.,

S(dmin+ 1) _Zgi _p(dm1n+1) —£= S—=p = s
=1

donde se han usado los dos primeros apartados del Lema 6.5.8. Esto significa que el
sistema de ecuaciones lineales (6.21) con Ag(dmm) tiene s — p — 7y, soluciones linealmente
independientes y, por el Lema 6.5.7, que corresponden a s — p — 7 vectores nulos derechos
de H + M de la forma (6.33) con grado dp,n,. Denotemos a estos vectores por,

{Zl<)‘)722(/\)7'"72/5'5()‘>}7 con 55 =S5=pP Vs (634)

Es claro que cualquier otra solucién de (6.21) corresponde a vectores nulos derechos de
grado dpm que son combinaciones lineales de (6.34) con coeficientes constantes, pero
en cambio aun tenemos que probar que los vectores {z1(\), z2(A), ..., 23, (\)} se pueden
elegir linealmente independientes en C"(\). Para ver esto, ndtese que los (35 pardmetros
libres de (6.21) con As(dmm) se pueden tomar entre las variables a4, —c,- - - Qs.dy g —cs
porque las columnas de Ag(dnm) que no corresponden a estas variables son linealmente
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independientes, como ya hemos visto en el parrafo en que probamos que d,,z, es el menor
indice minimal de H + M. Tomando las primeras [ de estas ( variables iguales a 1 y
el resto iguales a 0, y repitiendo este proceso para [ = 1,...,[3,, se puede obtener un
conjunto, S, de [, soluciones de (6.21) linealmente independientes. Denotemos por

o ol 5, 1=1,...,0, (6.35)

1, dmm—e1? > 8, dmin—€s

al:[

un vector que contiene las entradas que acabamos de mostrar de la solucién [-ésima de
(6.21) en S. Los vectores {ay, ..., as,} son, de manera obvia, linealmente independientes.
Si recordamos (6.20) y (6.33), los coeficientes de los términos de mayor grado de los
vectores (6.34) correspondientes a las (s soluciones de (6.21) en S son

2 dmin = Oéll,dml,n_glxml +...+ o/&dmm_asxsﬁs, para [ =1,...,0,, (6.36)
donde z; ., es el coeficiente de mayor grado de z;(\). Los vectores {21 ,,...,Zs.,}, son li-
nealmente independientes en C", porque x1(A), ..., xs(\) forman parte de una ROMB y se

puede aplicar [24, Apartado 2-Main Theorem en p. 495]. Por lo tanto, {z14_. ..., 23,.d.... }
es un conjunto linealmente independiente, porque

[Zlvdml’n’ crt ZﬁSdml’n] - ['CELEI’ e 7:1:5755][0“17 s ’aﬁs]

y las dos matrices del lado derecho tienen rango completo por columnas. Finalmente, el
segundo apartado del Lema 2.5.6 implica que {z1(A), 22(A), ..., z3,(A)} son linealmente
independientes, y que hay precisamente §; = s — p — s indices minimales derechos de
H + M iguales a dpq,.

En este parrafo demostramos que hay -, indices minimales derechos de H+ M iguales a
dmin + 1. Hasta el momento, hemos encontrado un conjunto C; = {z1(A), 22(A), ..., z5,(A\) }
de s — p — 7, vectores nulos derechos de H + M linealmente independientes de la forma
(6.33) y con grado dp,. Por otro lado, el hecho de que As(dmm) tiene rango completo por
filas (apartado 6 del Lema 6.5.8 con j = s) y el Lema 6.5.2 implican que un conjunto
maximal linealmente independiente de vectores nulos derechos de H + M de la forma
(6.33) tiene s — p vectores. Demostraremos que los restantes 7, vectores se pueden elegir
de grado dpm + 1. Consideremos el sistema (6.21) con matriz de coeficientes Ag(dpyim +
1). La matriz As(dpm + 1) tiene rango completo por filas porque Ag(dpm) lo tiene, y
podemos aplicar el apartado 5 del Lema 6.5.8. Esto significa que rg (As(dmm + 1)) =
g (As(dmm)) + p- Recordemos que Ag(dmm + 1) se puede obtener de Ag(dumm,) anadiendo
una fila y una columna en las tltimas posiciones de cada bloque. Por lo tanto, entre
las s columnas de Ag(dnm + 1) que estdn en las ultimas posiciones de los bloques de
columnas, s — p son combinaciones lineales de las restantes columnas de Ag(dmm + 1).
Luego, las correspondientes variables del sistema (6.21) con Ag(dpym + 1) se pueden tomar
como algunos de los pardmetros libres para resolver este sistema?. Esto implica que se
pueden tomar s — p pardmetros libres para resolver (6.21) con As(dmm + 1) entre las
Q1 (dpn+1)—e1s - - - s Os (dmim+1)—e, vVariables. Si procedemos con estos pardmetros como en
el parrafo previo (argumentos en torno a (6.34-6.36)), podemos encontrar un conjunto
Cy de (s — p) vectores nulos derechos de H + M linealmente independientes, de grado

2El lector debe notar que la diferencia entre el nimero de columnas y de filas de As(dmm + 1) es
2(s—p) —~s. Por tanto, el sistema (6.21) con matriz As(dmm + 1) tiene 2(s— p) —~5 soluciones linealmente
independientes, mientras que hay sélo s — p vectores nulos derechos linealmente independientes de la
forma (6.33). Esto significa que no siempre soluciones linealmente independientes de (6.21) corresponden
a vectores nulos derechos linealmente independientes de la forma (6.19).
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exactamente dpm, + 1y de la forma (6.33). Por lo tanto, podemos unir el conjunto C; de
s — p — s vectores de grado dy, con algunos de los 7, vectores de Cy para obtener un
conjunto maximal linealmente independiente de vectores nulos derechos de H + M de la
forma (6.33). Esto demuestra que existen -y, indices minimales derechos de H + M iguales
a iy + 1.

Nuestra tltima tarea para demostrar el Teorema 6.5.10 es demostrar que los restantes
indices minimales derechos de H + M son €517 < ... < g,. Los vectores nulos derechos
de H + M que ya hemos encontrado, correspondienes a indices minimales iguales a d,
y & dym + 1, constituyen un conjunto maximal linealmente independiente de vectores
nulos derechos de H + M de la forma (6.33). Este hecho implica que cualquier vector nulo
derecho z(\) de H+ M correspondiente al siguiente indice minimal mas pequeno ha de ser
necesariamente de la forma (6.15) con, al menos, uno de los coeficientes as1(A), ..., ay(A)
distinto de cero. De lo contrario, dependeria linealmente de los vectores nulos derechos
correspondientes a los indices minimales dy ¥ dym + 1. Asi, de acuerdo con [24, Main
Theorem en p. 495], deg(x) = méxi<;<, {&; + deg(a;) @ ai(A) # 0} > 541 > duim + 1,
donde la ultima desigualdad es consecuencia del apartado 6 del Lema 6.5.9. Entonces, el
menor candidato al siguiente indice minimal es €4,,. Para mostrar que, de hecho, ¢, es
el siguiente indice minimal derecho, demostraremos que existe un vector nulo derecho de

H + M de la forma
z(A) = ag(N)xr(A) + ..o 4+ asr1 (N sy (N), (6.37)

con ag1(A) # 0y deg(x) = €541, 1.€., con a,y1(A) una constante no nula. Esto es equiva-
lente a demostrar que el sistema lineal (6.21) con matriz de coeficientes Ag,1(€541) tiene
soluciones cuya tltima entrada es distinta de cero. Nétese que Agy1(€541) tiene rango com-
pleto por filas porque Ag(dmm) tiene rango completo por filas, €541 > dm por el apartado
6 del Lema 6.5.9, y se puede aplicar el apartado 5 del Lema 6.5.8. Ademas, las matrices
de las tltimas columnas de bloques de Agyq(g541) tienen sélo una columna. Por lo tanto,
si se elimina la dltima columna de Az ;(gs41), se obtiene Ag(es41). Pero

ntimero de filas de Ag1(g511) = numero de filas de Ag(g541),

y As(gs41) tiene también rango completo por filas, por el mismo argumento, luego

rg (Ast1(esi1)) = 18 (As(Es1a))-

Esto implica que la dltima columna de Agyq(€541) es una combinacién lineal de las
restantes columnas. Como consecuencia, la dltima variable del sistema lineal (6.21) con
matriz de coeficientes Agq(e541) se puede considerar como pardametro libre, y por tanto
puede ser distinta de cero. Esto demuestra que £, es el siguiente indice minimal.

Noétese que la hipdtesis (6.31) y el apartado 6 del Lema 6.5.8 implican que un conjunto
maximal linealmente independiente de vectores nulos derechos de H+M de la forma (6.37)
tiene s+1—p vectores. Por tanto, en los parrafos anteriores hemos encontrado un conjunto
maximal de vectores linealmente independientes de este tipo. Con esta observacion en
mente, la demostracion de que €,.5 es el siguiente indice minimal derecho se sigue paso
por paso de la demostracion presentada en el parrafo previo para £,.1 con los cambios
de indices correspondientes. Lo mismo se cumple para demostrar que €513, ...,¢&, son los
restantes indices minimales derechos de H + M. ]
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6.5.4. Ilustracion del Teorema 6.5.10 con un ejemplo

Vamos a ilustrar con un ejemplo cémo aplicar el Teorema 6.5.10. Sea H(A) el haz
matricial 5 X 5

0O XN -1 0 0
00 0 X —1
H(\) = diag(Lo, Ly, Ly, LY, LT LTy=10 0 0 0 0 |,
00 0 0 O
00 0 0 0
con g1 =0, g = e3 = 1. Una ROMB de H esta dada por
1 0 0
0 1 0
Iy = 0 , Xg = A , I3 = 0
0 0 1
0 0 A

Consideremos una perturbacion arbitraria, M, de H con p = 2 y € = 1. Esto significa que
una descomposicién derecha de M, véase (6.3), es de la forma

M) = vw! +vwl,

donde

by + Ay dy

b2 + /\Cz dg

w, = b3 + )\03 , Wo = d3 s

b4 + )\04 d4

b5 + /\05 d5
y by, ¢iy d; € Cparai=1,...,5. Ademas, deg(v1) = 0 y deg(vy) < 1. Nétese que en este
ejemplo p — p =3 —2 = 1y, asi, la sucesién {d,41,...,d,} tiene un tnico elemento ds.

Esto significa que, en las condiciones del Teorema 6.5.10, el haz H + M tiene un unico
indice minimal derecho, que es
0+1+1+4+1
dppp =dz3 = | ————— | = 3.
-
Las matrices Ag(dmm — 1) v As(dmm) son, en este caso, A3(2) y As(3), respectivamente.
Los polinomios conexion derechos asociados a los datos anteriores estan dados por
CLH()\> = U){()\)lj = b1 + )\Cl, a21(>\) = w2Tx1 = d1
alg(/\) = w?()\>$2 = bQ + )\(02 —+ bg) —+ )\203, a22(>\) = ngg = d2 + >\d3 R
alg(/\) = U),{()\)[E;; = b4 -+ )\(04 + b5) + )\265, (lgg(A) = ngg = d4 + /\d5

y, en consecuencia, la matriz mosaico Toeplitz A3(3) es la matriz 9 x 10

by 0O 0 O by 0 0 b4 0 0 1
ct b1 0 0 |co+ b3 by 0 c4 + by b4 0
0 ¢ b O c3 co + b3 by cs cq4 + b5 by
0 0 a h 0 c3 ca + b3 0 cs ¢4+ by
As(3) = 0 0 0 ¢ 0 0 c3 0 0 cs
d 0 0 0 da 0 0 dy 0 0
0 d 0 0 ds do 0 ds dy 0
0 0 d O 0 ds do 0 ds dy
0 0 0 d 0 0 ds 0 0 ds |
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Puede comprobarse numéricamente con el programa MATLAB que esta matriz tiene
rango completo por filas para b;, ¢; y d; elegidos aleatoriamente. La matriz 7 x 7 A3(2) se
construye de un modo similar, y puede ser comprobado numéricamente que tiene también
rango completo por filas.

6.5.5. Sobre la genericidad de las hipdtesis

La relevancia del Teorema 6.5.10 depende de la genericidad de sus hipdtesis, es decir:
de si son satisfechas en un conjunto abierto denso del conjunto de perturbaciones que se
considera. El significado y la genericidad de la condicién rg (H+M) = rg (H)+rg (M) <n
ya se ha discutido en profundidad en la Seccién 6.3. Las otras dos hipdtesis esenciales del
Teorema 6.5.10 son (6.30-6.31). Ambas hacen referencia al rango de las matrices mosaico
Toeplitz Ag(dmin—1) Y As(dmin)- Aunque no disponemos de una demostraciém rigurosa que
garantice que las condiciones (6.30-6.31) se satisfacen para la mayorfa de las perturba-
ciones M, hemos realizado suficientes experimentos numéricos para convencernos de que
asi es. Concretamente, hemos comprobado, a través del programa MATLAB testcomp.m,
sobre un conjunto de 60.000 casos, que las matrices Toeplitz As(dmin) ¥ As(dmin—1) tienen
rango maximo. En dichos casos se han considerado distintos tamanos para los bloques
singulares del haz de partida y también distintos valores para el rango y el orden singular
de la perturbacion. Estos experimentos, junto a los programas empleados, se detallan en
la Seccién 6.9.

Por otra parte, en [16] se incluye la restriccion

v (M) < v (H) (6.38)
con el fin de garantizar que los polinomios conexién son aleatorios para perturbaciones
aleatorias (véase [16, §5.5]). Esta hipétesis, aunque bastante natural dado que estamos
considerando perturbaciones de rango bajo, no es necesaria, como demuestran los expe-
rimentos a los que acabamos de aludir. En ellos hemos considerado tanto perturbaciones
M () que satisfacen (6.38) como perturbaciones cuyo rango es mayor que el rango del haz
no perturbado, H(A). Como se dice en [16, §5.5], si se da esta tltima condicién (es decir:
rg (M) > rg(H)), los vectores fila w;(\) de una descomposiciéon derecha (6.3) de M(\)
tendran necesariamente entradas linealmente dependientes en el espacio de coeficientes
C", pero estas relaciones de dependencia no tienen porqué implicar necesariamente otras
relaciones de dependencia entre las columnas (resp. las filas) de la matriz Ag(dim—1) (resp.
As(dmin)). Los experimentos aludidos muestran que, de hecho, estas relaciones no existen
genéricamente.

6.5.6. Cuando la tinica informacion disponible de la perturbacion
es su rango

El Teorema 6.5.10 determina completamente el conjunto de indices minimales derechos
del haz perturbado (H + M)()). Este conjunto depende de €, es decir, del orden singular
derecho de la perturbacion M (). La causa de esta dependencia se encuentra en el desarro-
llo (6.3), puesto que las propiedades de (6.3) dependen de €. Este hecho estd relacionado
con los resultados de la Seccion 7, concretamente con el Teorema 7.3.4, en virtud del cual
el conjunto de haces matriciales de rango menor o igual que p tiene exactamente p + 1
componentes maximales, cada una de las cuales corresponde precisamente a un valor de
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g,con € =0,...,p [17]. No obstante, se puede obtener informacién parcial en el caso en
que el tinico dato conocido de la perturbacién M (\) es su rango. Esta informacién parcial
se presenta en el Teorema 6.5.12. Para demostrar dicho teorema es necesario el siguiente
lema.

Lema 6.5.11 Sean 0 <e; < ... <¢g, un total de p nimeros enteros, y p, € dos nimeros
enteros tales que 0 < p <p y 0 <& < p. Consideremos, para cada valor de €, la sucesion
de numeros enteros:

k
di(€) = {%J , para k=p+1,...,p. (6.39)

Sean dmin(€) = min,i1<p<p di(€), y s(€) el mayor indice tal que dyz)(€) = dmin(€) Yy
dsz)(€) > e45). Entonces

i (p) = dmm(p —1) 2 .. > dum(0) ¥y s(p) 2 s(p—1) > ... > 5(0).

Demostracién. Demostraremos que dpym (') > dnim(€) v s(€') > s(€), siempre que
g > £. Notese que di(€') > di(€), parak = p+1,...,p. Por lo tanto dmm(€") > dmm ().
De acuerdo con el apartado 6 del Lema 6.5.9, €511 > do@)(€7) > dyz)(€) > e45)- Esto
significa que s(£’) + 1 > s(€). |

Combinando el Teorema 6.5.10 y el Lema 6.5.11, podemos establecer el Teorema
genérico 6.5.12. Calificamos de genérico al Teorema 6.5.12 porque las condiciones nece-
sarias son (6.30-6.31), que dependen del orden singular derecho de la perturbacién M,
una informacién de la que no se dispone. Para demostrar el Teorema 6.5.12 simplemente
hay que darse cuenta de que si p es el rango de M y € es el orden singular derecho de M
entonces 0 < & < p.

Teorema 6.5.12 Sean H(\) y M(\) dos haces matriciales complejos de tamano m X n
tales que rg (H + M) =rg (H) +1rg (M) < n. Definamos p = rg(M). Sean g1 < ... <¢,
los indices minimales derechos de H, y

k
d — \‘Zizl g+ p
L= | ==

— J, para k=p—+1,...p. (6.40)

Sea d. ;. el minimo de la serie {d}.}, y s el mayor indice tal que d, = d. ., y d., > eg.

Entonces, para un haz genérico M(\) de rango p, (H + M)(\) tiene exactamente p — p
indices minimales derechos y:

1. Los mayores p— s" indices minimales derechos de (H 4+ M)(X) soneyi1 < ... < ¢,

2. Los menores s' — p indices minimales derechos de (H + M)(X), &1 < ... < éy_,
satisfacen €,1; < €, para j=1,...,8 —p, yé; < d,

6.6. La forma canodnica de Kronecker de haces per-

turbados sin rango completo

Los resultados que se han presentado hasta el momento en este capitulo son validos
siempre que rg (H + M) = rg(H) + rg (M) < min{m,n}. Esta hipdtesis incluye el caso
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limite rg (H+M) = rg (H)+rg (M) = min{m, n}, esto es: el caso en que el haz perturbado
(H + M)()) tiene rango completo. En este caso de rango completo el haz H 4+ M no tiene
indices minimales derechos si rg(H + M) = m, y H + M no tiene indices minimales
izquierdos si rg (H + M) = n, de acuerdo con (2.6). Si rg (H + M) = m < n los indices
minimales derechos genéricos de H + M estan descritos en el Teorema 6.5.10, y si rg (H +
M) = n < m los indices minimales izquierdos de H + M estan descritos en el mismo
Teorema 6.5.10 pero aplicado a (H +M)”. El Teorema 6.4.5 también se cumple en el caso
de rango completo y nos ofrece informacion parcial sobre la estructura regular de H + M.

El propédsito de esta seccion es mostrar que se puede obtener informacion completa
sobre la FCK genérica de H + M para haces perturbados sin rango completo, es decir, en
el caso en que

rg(H+ M) =rg(H)+rg (M) < min{m,n}.

Recopilaremos la informacién obtenida por los Teoremas 6.4.5 y 6.5.10, junto con la
correspondiente versién del Teorema 6.5.10 para los indices minimales izquierdos, con el
fin de describir completamente la FCK de H + M en términos de los 6rdenes singulares
derechos e izquierdos y la estructura regular de la perturbaciéon M (). Dicha FCK se
presentara en el Teorema 6.6.2. Ademas, el Teorema 6.6.5 presentara cierta informacion
parcial genérica de la FCK de H + M cuando rg (M) es la tnica informacién disponible
de la perturbacién.
El Lema 6.6.1 nos permitira evitar cierta redundancia en las hipétesis.

Lema 6.6.1 Sean H(X\) y M () dos haces matriciales de tamano m xn tales que rg (H )+
rg (M) < min{m,n}. Sea As(dnwn) la matriz mosaico Toeplitz asociada a un conjun-
to completo de polinomios conexion derechos de H y M que aparece en el Teorema
6.5.10, y Bi(hmm) la correspondiente matriz asociada a un conjunto completo de poli-
nomios conexion izquierdos, es decir, la matriz del Teorema 6.5.10 cuando se aplica a HT
y MT. Si Ag(dmim) y Bi(hmm) tienen rango completo por filas, entonces rg (H + M) =
rg (H) +1rg (M).

Demostracién. Del dlgebra lineal elemental sabemos que rg(H + M) < rg(H) +
rg (M). Consideremos las descomposiciones derechas de H y M del tipo que aparece en
(6.3):

HN) = oi(Nw W) + ...+ o (Mwp (V)T
Ty

M) = vi(ANwi(N) A vp(Nw, (V)T
donde r =rg(H) y p =rg(M). Por lo tanto
H+ M=, .. vl v, ) wh,. . wwy, . w,)h

»Ur Y

donde la dependencia de A se ha omitido. Esto significa que H + M es el producto de una
matriz de tamano mx (r+p) por una matriz de tamano (r+p) xn, con (r+p) < min{m,n}.
Por tanto rg (H + M) =g (H) +1rg (M) si y sélo si

rg[vy, ... VLU, L0 =T 4 p Yy rgwy, . W W, W, =T+ p
Demostremos que si Ag(dmm) tiene rango completo por filas, entonces

/ /
rg [wy, ..., Wy, Wi, ..., Wy =1+ p.
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Sirglwi,...,wl,wy,...,w,] <r+ p existe un indice i tal que w;(\) es una combinacién
lineal de {w](N), ..., wl.(A),wi(A),...,wi—1(N\)} en C*(\), es decir,

wi(A) = BN (A) + ..+ B (ANwr(A) + Bi(Nwi(A) + ..+ Bimr (Nwii (A),

para ciertas funciones racionales ({(A),...,3i—1(A). Recordemos (6.17) y la igualdad
H(Nz;(\) = 0, es decir, wj,(\)Tz;(\) = 0 para todo k. En consecuencia, los polinomios
conexién derechos de H y M satisfacen

aij(A) = Bi(N)ay;(A) + ...+ Bimi(Nai—1;(A), para j=1,...,p,

y la matriz [akl(/\)]igépp no tiene rango completo por filas. Pero el hecho de que Ag(dyim)

tiene rango completo por filas implica que rg [akl()\)]gﬁfgo = p, por el apartado 6 del Lema

6.5.8.

Un argumento analogo muestra que si By (hy,m) tiene rango completo por filas entonces
rg v, ..., v, v1, .., 0, =T 4 p. [ |

No impondremos explicitamente la condicién rg (H + M) = rg(H) + rg(M) en el
Teorema 6.6.2 a causa del Lema 6.6.1.

Teorema 6.6.2 Sean H(\) y M(X) dos haces matriciales complejos de tamano m X n
tales que rg (H) +1g (M) < min{m,n} yp=rg(M). Sean e, < ... <eg, ym < ... <1,
respectivamente, los indices minimales derechos e izquierdos de H, y Jy la estructura
reqular de la FCK de H. Sean € y 1, respectivamente, el orden singular derecho y el orden
singular izquierdo de M, y Jy la estructura reqular de la FCK de M. Consideremos las

sucestones

, para k=p+1,....p, vy

, para l=p+1,...,q.

Sea dmim = min,1<p<pidi}, y s el mayor indice tal que dy = dpin y ds > €5. Sean
P = min, 1 <<g{Mi}, y t el mayor indice tal que hy = hyin y by > 1, Finalmente, sean
As(dpin—1) y As(dimin) (Bi(hmin—1) y Bi(hmm)) las s-ésimas (t-ésimas) matrices mosaico
Toeplitz de grados dmm —1 Y dmin (P — 1 Y hmm ), respectivamente, asociadas al conjunto
completo derecho (izquierdo) de polinomios conexién de H y M. Si

Ag(dpin — 1) vy Bi(hpin — 1) tienen rango completo por columnas o son matrices vacias, y

As(dpin) v Bi(hmin) tienen rango completo por filas,
entonces
1. (H + M)(\) tiene exactamente p — p indices minimales derechos, que son

Aopin = - . . :dmﬁ}< (dmin+1> =...= (dmm—i—l) <egp1 <.l Sé‘p, (641)

S

v

S—=pP— s Vs

donde v, es el resto de la division entera de Y, €; + € entre s — p;
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2. (H + M)(X) tiene exactamente q — p indices minimales izquierdos, que son

Z/Lml’n =...= hml’n < (hm1n+1) =...= (hm1n+12§ MNe+1 S S Ure (642)

(.

g

t—p— e
donde p; es el resto de la division entera de 22:1 n+nentret—p;y

3. Ju @ Jm es la estructura reqular de la FCK de (H + M)(X).
Esto determina completamente la FCK de (H + M)(\).

Demostracién. El Teorema 6.5.10 aplicado a H y M demuestra (6.41), y aplicado a H”
y M7 demuestra (6.42). El Teorema 6.4.5 demuestra que, para cada ntiimero complejo Ao,
incluido el infinito, Sy a(Ao) > Suear(Xo). Para demostrar que, de hecho, Sy (M) =
S v (Ao), mostraremos simplemente que la suma directa de Jy @ Jys con los bloques
singulares derechos e izquierdos correspondientes a (6.41) y a (6.42) es un haz m x n.
Llamaremos a esta suma directa Z(\).

Supongamos que la matriz Jy es de tamano r; X ri, y la matriz Jy; es de tamano
ro X ro. Nétese que, en esta situacion, son ciertas las siguientes identidades:

e+n+q+ri=m, e+p+n+ri=n, e+n+ry=np,

donde ¢ (resp. n) es el orden singular derecho (resp. izquierdo) de H. Asi, el nimero de

filas de Z(\) es:
[dmin(s —p— ’Vs) + (dmin + 1)’73 + Es+1 + ...+ 5p] +

+ [t + 1) (¢ = p = ) + (i + 2)pe + (e + 1) + o4 (g + D]+ 1172 =
=l+el+tagtn—pl+trtro=m+e+nt+r—p=m.

Un célculo andlogo muestra que el nimero de columnas de Z(\) es n, y, por tanto,
que Z(\) es la FCK de (H + M)(A). =

Ejemplo 6.6.3 Sea H(A) un haz cuadrado de tamano 31 x 31 cuya FCK estd dada por
Kr(A) = Ly(\) & Ls(\) & La(\) @ La(\) @ Ls(\) & Ly (N @ L (N @ Ly (\) & Ly (A) & Ly (A)
Consideremos perturbaciones M () con

rg(M)=p=2, =2, n=0.

En esta situacion:

2+3+4+42 2+3+4+4+2 2+3+44+4+5+2
g— |2H3 A2y [2ES A2 | 243 44444042 o
i 1 . 2 3
0+1+1+0 0+1+1+3+0 0+1+1+3+3+0
hy — +Jlr+ :Z’h“:LJF+2++J:2’h5zl++g++J:2’

de donde se tiene que s =5y t = 3. Ademés, 75 =2y u3 =0. Como 5 —p—; =1, la
estructura singular derecha de la FCK de H + M estaréd formada, genéricamente, por

Ls(\) & L7(\) & L7(N) .
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Por otra parte, como 3 — p — u3 = 1, la estructura singular izquierda estara formada por
Ly(\) @ Ly (\) @ Ly (V)

donde los tultimos dos bloques corresponden a los dos bloques mayores de la FCK de H,
que permanecen inalterados. Asi pues, la FCK genérica de H + M es

Kiron(N) = Le(N) @ Le() & L(\) & LE(N) & LT(\) & LE(N)
O

Ejemplo 6.6.4 Apliquemos el Teorema 6.6.2 al haz H(\) del ejemplo de la Subseccién
6.5.4. En dicho ejemplo, considerabamos una perturbacién M(A) con p = 2y € = 1.
Ahora, supondremos también que 7 = 0 y que M tiene un sélo autovalor p = 1. El indice
minimal derecho genérico de H + M predicho por el Teorema 6.6.2 fue calculado en la
Subseccion 6.5.4 y es igual a 3. Calculemos los indices minimales izquierdos genéricos de
H + M. Tenemos que 11 = 15 = n3 = 0, de manera que el nimero de indices minimales
izquierdos de H+ M es ¢q—p = 3—2 = 1. Por lo tanto, Ay = hs = 0 es el indice minimal
izquierdo genérico de H + M. La FCK genérica de H + M es, por tanto,

A -1 0 0 0
0 A -1 0 0
LsiNeLifeA—-2(1)=]10 0 X -1 0
00 0 0 0
000 0 0 A—1

O

En el caso de que la unica informacién disponible acerca de la perturbacion M (\) sea
su rango, el Teorema 6.4.5 se puede combinar con el Teorema 6.5.12, y la correspondiente
version para los indices minimales izquierdos, para dar como resultado el Teorema 6.6.5,
que aporta informacién parcial de la FCK de (H + M)()).

Teorema 6.6.5 Sean H(\) y M(X) dos haces matriciales complejos de tamano m x n
tales que rg (H) + rg(M) < min{m,n}. Definamos p = rg(M). Sean &1 < ... < g, y
m < ... < ng, respectivamente, los indices minimales derechos e izquierdos de H, y Ju
la estructura reqular de la FCK de H. Consideremos las sucesiones

K
dj, = Liisity . para  k=p+1,....p, vy

1= B U ) para l=p+1,...,q.

Sea d ;. (hl...) el minimo de la sucesion {d,.} ({h;}), y s (t') el mayor indice tal que
d,=d_ (b, ="nh,)yd, >ecs (b}, > n). Entonces, para una perturbacién genérica
M(X) con rango p, (H + M)(X) tiene exactamente p — p indices minimales derechos y
q — p indices minimales izquierdos y:

1. Los p—s" mayores indices minimales derechos de (H + M)(\) sonegiq < ... < égp.
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~

2. Los s' — p menores indices minimales derechos de (H + M)(X), & < ... < ég_,
satisfacen €, j < €, para j=1,...,8 —p, yé1 < d,

min*

3. Los g—t' mayores indices minimales izquierdos de (H+M)(X) sonnyiq < ... <n,.

4. Los t' — p menores indices minimales izquierdos de (H + M)(X), m < ... < fy_,,
satisfacen Ny ; <N, para j=1,...,t' —p, y i <A

min*

5. La estructura regular de la FCK de (H + M)(\) contiene a Jy.

6.6.1. Relacion con la teoria de 6rbitas

Aunque las perturbaciones de rango bajo no son necesariamente perturbaciones de
norma pequena, es natural pensar, a priori, que, en el caso de que sus entradas si sean
de norma pequena los resultados que hemos obtenido en los apartados anteriores habran
de ser coherentes con los resultados de la teoria clasica de perturbaciones. En concreto,
una perturbacién genérica M (\) de un haz H(\) deberia ir a parar a una 6rbita genérica
(véase [22]) (si existe) entre todas aquellas que satisfacen las restricciones derivadas de la
condicién de rango bajo, es decir: entre todas aquellas 6rbitas, O(K), para las cuales

rg (K + Ky) <vg(M) +rg(H) =p+r

(donde K denota la forma de Kronecker que determina la 6rbita y Ky es la FCK de H).
Si nos restringimos a perturbaciones que satisfacen la condicién (6.7), fundamental en
nuestros desarrollos, una perturbacion genérica deberia llevar la FCK de H a alguna de
las formas de Kronecker genéricas de rango p + r, es decir: deberia llevar el haz H a un
haz con FCK igual a K, (como se define en (7.1)) para algin a € {0,1,...,p+r}. En
cambio, es facil ver que esto no siempre es asi. Basta con tener en cuenta el Lema 6.4.2.
Segun este resultado, y siempre que se satisfaga la igualdad (6.7), la estructura regular
del haz no perturbado, H, permanece tras la perturbacion.

Ejemplo 6.6.6 Consideremos un haz H(\) de tamano 3 x 3 cuya forma de Kronecker es

00 0
KpN)=Lo@ Lo L @ L A= (N)=]0 0 0
00 X=X

Para una perturbacién genérica M (A) de rango 1 la FCK del haz perturbado (H + M)(\)
sera

Lo ® LT(A) & (A = Ji(No))
LiN@®Lg® A - L)  sie=117=
Lo@Lg@J1<)\0)@<)\—J1)\1)) sie=0=n

(donde Jy (A1) es la estructura regular de M ()\)). Todas ellas tienen estructura regular. [J

Como veremos en el Capitulo 7, la forma de Kronecker genérica de los haces de tamano
m X n, con n > m, es

dlag (Loc-i-la .- 'aLa-i-la\[JOn .- 'aLa)a

g ~~
S n—m-—s

donde a = [m/(n—m)| y s = mmod(m—n) [11, Cor. 7.1]. Podemos dar una justificacién
de este resultado utilizando el mismo argumento que ha inspirado todo el trabajo anterior
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relativo al cambio en la estructura de Kronecker: Dado un haz, H()), de tamano m x n,
existe un vector z(\) € N(H) de grado [ si y sélo si

HMNz(\) =0,

y esta ecuacién, igualando términos del mismo grado, es equivalente a un sistema lineal
de ecuaciones con coeficientes complejos que consta de

m(l +2) ecuaciones
n(l +1) incégnitas

El nimero de grados de libertad del sistema anterior es I[(n —m)+n — 2m, luego, para
que exista solucion (genéricamente) ha de ser I(n —m) +n —2m > 0, o bien

2m —n m

[ > — 1.

n—m n—m

Asi pues, el menor valor de [ para el que, genéricamente, existe solucién es

s

(donde [z] es el menor niimero entero mayor que z). Ademés, en este caso, hay un total
de a(n—m)+n—2m soluciones, lo que se traduce en la existencia de ese mismo nimero
de vectores en N(H) de grado a. Si expresamos la divisién entera de m entre n —m en
la forma

m=nm-m)a+s, 0<s<n—m,

tenemos que hay
an—m)+n—2m=n—m-—s

vectores de grado o en N (H). Ademds, para [ = «, el sistema de ecuaciones anterior tiene
(a+1)(n—m)+n—2m=2(n—m) —s

grados de libertad. Como n —m > s, la anterior cantidad es mayor que s, lo que significa
que, genéricamente, podremos encontrar s vectores en N'(H) de grado a + 1 linealmente
independientes con los anteriores.

6.6.2. Cuando H y M son ambos genéricos

A lo largo de toda esta seccion hemos considerado un haz no perturbado H del que
se conoce la forma de Kronecker completa y un haz perturbador M del que se conocen
s6lo su rango y los 6rdenes singulares derechos e izquierdos. Cabe plantearse la siguiente
situacién: si tanto H como M son dos haces “genéricos”, es decir: dos haces cuyas formas
canénicas de Kronecker son genéricas (en el sentido del Lema 7.1), entonces el Teorema
5.4.2 deberia arrojar el mismo resultado al intercambiar los papeles de H y M. En otras
palabras: al considerar el haz H como haz no perturbado y el haz M como haz perturbador
deberian obtenerse los mismos tamanos genéricos para los bloques singulares de H + M
que al tomar M como haz no perturbado y H como haz perturbador. Por otra parte, la
FCK de H + M debera corresponder a una de las formas genéricas descritas en el Lema
7.1. Este apartado esta dedicado a demostrar, de forma directa, que esto es asi. Para ello
necesitaremos, en primer lugar, el siguiente lema.
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Lema 6.6.7 Sea H()\) un haz matricial complejo de rango r con indices minimales dere-
chos 1 < ... < ¢, y cuya forma de Kronecker es genérica. Entonces, para cada par de
numeros enteros no negativos € y p < p, la sucesion de numeros enteros

k ~
dy, = \‘Ekofglp_’_gJ , k=p+1,....p, (6.43)

es decreciente. Un resultado andlogo se tiene para los indices minimales izquierdos.

Demostracién. Segun el Lema 7.3.1, la forma de Kronecker de H(\) es

[

Ka(X) = diag (Lat1, - Lat1, Loy -+ Loy Ly, -5 L, L, - L)

o n—r—s t m—r—t

paraa=0,1,...,r,donde « = |a/(n—7r)|, s=amod(n—7r), B=|(r—a)/(m—1)] ¥
t = (r —a)mod (m — r). Por lo tanto, la sucesién (6.43) es de la forma

0 {ak+]~l—e

— J L sik=s47(j>0),
donde j =0si k < s.
Ahora, si dyy1 > dy, para algin k € {p+1,...,p}, por el apartado 4 del Lema 6.5.9,
se tiene que
a>dk+1>dk, Sil{?<S,

a+1>dp >de+1, sik>s.

En cualquier caso, tendriamos que a > dj. Pero esto es imposible, ya que

ak+j+¢ ak ak
o= [ [

(donde j =0sik<s). =

El resultado fundamental de este apartado nos dice que la forma de Kronecker del
haz perturbado descrita en el Teorema 6.6.2 es la misma considerando H como haz no
perturbado y M como haz perturbacion y viceversa.

Teorema 6.6.8 Sean H(\) y M(X) dos haces matriciales complejos m X n de rangos r
y T e indices minimales derechos e1 < ... <¢, ye; < ... < &5, respectivamente. Sean las
sucesiones de numeros enteros:

k ~
dk: = —Zi=062~+€ s ]{f:?“— 1,...,p,
k—r

ko~
~ &+ € ~
dk: —Zl_o R k:T—Fl,...,p,
k—r

cone=e1+...+¢e, Yye=¢1+...+55, y sean

Amin = min, <<, di,

Amin = ming 1 <p<jdy,
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Finalmente, sea s (resp. s) el mayor indice tal que ds = dyin (r€SP. gg = gmfn) Yy ds > g4
(resp. ds > &), yy (resp. 7) el resto de la division entera de Y, e;+€ (resp. > . | Ei+¢)
entre s — 71 (resp. s —r) Si las formas de Kronecker de H y M son genéricas, entonces

dml’n = dml’n

S—r—y=s5—1r—".

Demostracién. Sabemos, por el Lema 6.6.7, que las sucesiones {dj}r<i<p ¥ {dvk}rgkgﬁ
son decrecientes, de modo que el minimo se alcanza, en ambos casos, en el tltimo término.
Para demostrar la primera igualdad del enunciado bastard comprobar que en ambos casos
dicho término es el mismo, es decir:

e+e ~ e+e
d. — d- —
" Lﬂ—?J’ ! LB'—TJ’

serd suficiente con demostrar que p — 7 = p — r. Pero esta igualdad es consecuencia de la
igualdad 2.6.

Para demostrar la segunda identidad del enunciado, podemos suponer, en virtud del
Lema 7.3.1, que la FCK de H tiene solamente bloques singulares derechos de tamatos «
y o+ 1 (un total de p bloques) y que la FCK de M tiene solamente bloques singulares
derechos de tamanos & y a+ 1 (un total de p bloques). Observamos, en primer lugar, que
si dmm > méx{a, a}, entonces el resultado es evidente, ya que, por definicién, se tiene que
s=mp, Ss=7py,ademds, v =7, pues en ambos casos se trata del resto de la misma divisién
entera. Por lo tanto, inicamente hemos de analizar el caso en que dy,;, = max{«, a}. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que « > & y considerar tinicamente los casos:

Como

Caso 1. dym = a > a.
En este caso, s es el nimero de bloques singulares de H de tamano «, mientras que

s = p. Por tanto, las divisiones enteras que definen v y 7 son:

sa+E=a(s—7)+7v

ete=a(p—r)+7.
De la primera de ellas obtenemos que v = £ + ar, luego
s—rT—y=s—(a+1)r—¢,
mientras que de la segunda, teniendo en cuenta que € = p(a+1)—s y que p—r =

p — 7, se obtiene que ¥ =&+ ar + p — s, de donde
p—r—y=p—-r—-y=s—(a+1)r—¢c.
Caso 2. dym = a = a.

Ahora, tenemos que
sao+e=a(s—T)+7
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sa+e=a(s—r)+7.

Despejando, nos queda
v=¢+ar

v =¢c+ar.

Por otro lado, como ¢ =p(a+1) —s y € =pla+ 1) — 35, se tiene que
s—T—y=s—T—c—ar=s+s—(a+1)(p+7)=5+s—(a+1)(p+7r)=

=s—ec—(a+1l)r=s—r—7,

como queriamos demostrar.

6.7. El caso limite p = min{m, n}

Buena parte de los resultados que hemos presentado a lo largo de este capitulo son
vélidos para el caso limite, es decir: aquél en el que rg(H + M) = rg(H) +rg (M) =
min{m,n}. En el caso rectangular — supondremos, sin pérdida de generalidad, que m < n
— el haz H + M no tiene indices minimales izquierdos, mientras que, por otro lado, los
Teoremas 6.5.10 y 6.5.12 determinan los indices minimales derechos para perturbaciones
genéricas. Ademas, el Teorema 6.4.5 establece una cota inferior en el niimero y el tamano
de los bloques de la estructura regular de H + M que sigue siendo valida en el caso
limite para cualquier perturbacién que satisfaga la igualdad anterior. No obstante, en el
caso cuadrado, estos resultados pueden producir informacién absolutamente irrelevante.
[lustraremos este punto mediante dos ejemplos. El primero es el siguiente:

A1 0 0 00 A1 O
0xL1|+]0o01]=]02x2 (6.44)
0O 0 0 0 0 XA 0 0 X\

I M HAM

Nétese que H tiene rg(H) = 2, indices minimales e = 2 y 7, = 0, y no tiene ningtin
autovalor porque su rango es 2 para cualquier valor de A. Lo mismo se cumple para el
haz dual. Asi pues, H no tiene estructura regular. El haz M tiene rg (M) = 1, indices
minimales e; = €5 = 0y 51 = 0,72 = 1, y no tiene ningtin autovalor. Sin embargo,
H + M tiene rg (H + M) = 3, es decir: es un haz regular y no tiene indices minimales, ni
derechos ni izquierdos. Nuestra teoria describe este comportamiento, véase el Corolario
6.3.2. Ademas, H + M tiene al valor 4 = 0 como autovalor triple con multiplicidad
geométrica igual a 1. Nétese que la informacion dada por el Teorema 6.4.5 es cierta —
Su+m(0) = (3,0,...) mientras que Spgn(0) = (0,0,...) — pero irrelevante, porque no
hay ninguna relacion evidente entre las estructuras requlares (inexistentes) de H y M y
la estructura reqular de H 4+ M. Este primer ejemplo ilustra un tipo de perturbaciones
que destruyen toda la estructura singular del haz no perturbado y crean una estructura
regular en H + M que no existia en H (ni en M). Por lo tanto, la estructura regular de
H + M se crea a partir de las estructuras singulares de H y M. Nétese que este ejemplo no
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es un caso particular, porque una vez que H esta fijado y el rango de las perturbaciones
se fija igual a 1, es genérico que rg (H + M) = 3, véase el Teorema 6.3.1, de tal modo
que H + M no tiene indices minimales, sino uinicamente estructura regular. El segundo
ejemplo es el siguiente:

A—1 0 Ao1+22a] [20-1 1+42) 6.45)
0 0 2N 244N | 2\ 244\ | '
I Y] HA M

En este ejemplo, el haz H tiene rg(H) = 1, indices minimales e = 0y 7, = 0, y
un autovalor simple igual a 1. El haz M tiene rg (M) = 1, indices minimales ¢; = 1
y m = 0, y no tiene estructura regular. El haz H + M es regular con determinante
det(H 4+ M) = 2(1+2X)(A — 1), lo que significa que H + M tiene dos autovalores simples
iguales a —1/2 y 1. Nétese que, en este caso, u = 1 es un autovalor de H y también
de H + M. Esto esta garantizado por el Teorema 6.4.5 y no es una coincidencia. Pero
el nuevo autovalor que aparece en H + M, es decir: —1/2, no estd relacionado con la
estructura regular de H. En ambos ejemplos, (6.44) y (6.45), parece dificil decir algo
sobre la estructura regular de H + M més alla del Teorema 6.4.5, excepto que los nuevos
autovalores que aparecen en H + M seran genéricamente distintos a los de H. En esta
seccion describimos cémo pueden obtenerse los nuevos autovalores de H + M a partir de
cierta informacién de los haces H y M. Concretamente, veremos que lo tinico necesario es
una base de Kronecker del espacio singular derecho (resp., izquierdo) de H y las columnas
(resp., filas) de una representacién izquierda (resp., derecha) de M.

6.7.1. El caso rectangular

En este apartado supondremos, sin pérdida de generalidad, que m < n. Esto implica,
en particular, que ¢ < p, luego min{p, ¢} = q. La notacién que utilizaremos es la misma
que en los apartados anteriores. En particular, p = rg (M) y €, 1 denotan, respectivamente,
el orden singular derecho y el orden singular izquierdo de M (). La hipdtesis basica ahora
es:

p =min{p,q} = q.

Igualmente, supondremos la hipotesis
rg(H + M) =rg(H) +rg(M) =r+p,

lo que implica la igualdad
rg (H+ M) =m.

Bajo esta hipotesis, el haz perturbado, H + M, no tiene bloques singulares izquierdos.
En el caso cuadrado (m = n), también los bloques singulares derechos desaparecen. En el
caso rectangular m < n, el cambio genérico de la estructura de Kronecker relativa a los
bloques singulares derechos es la que se describe para el caso p < n en el Teorema 6.5.10.
Discutiremos el cambio que experimentan los bloques singulares izquierdos suponiendo
que los haces son rectangulares, mientras en el apartado final trataremos separadamente
el caso cuadrado.

Definicién 6.7.1 Dadas una representacion izquierda y una representacion derecha del
haz M(X) como en (6.4) y (6.3) (respectivamente) las matrices

Vi= [@\1()‘)""‘@1(/\)} y Wr:[wl(/\)‘...‘wp()\) ]T
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se llamaran, respectivamente, la matriz de columnas de la representacion izquierda de
M()\) y la matriz de filas de la representacion derecha de M(X). Ndtese que

» V] tiene exactamente 1 columnas de grado exactamente 1 en A,
» W, tiene exactamente € filas de grado exactamente 1 en \.

Definicién 6.7.2 Sean H(X) y M () dos haces matriciales singulares m x n. Sea X; €
CEFP) (Y, € C™*H9D)) yna matriz cuyas columnas son una base de Kronecker del
espacio singular derecho (izquierdo) de H(XN), y Vi, W, las matrices de columnas y de
filas asociadas, respectivamente, a una descomposicion izquierda y a una descomposicion,
derecha de M(\). Entonces, las matrices Yy Vi y W, X1, de tamarios respectivos (n+q) X q
ypx (p+e), sellaman, respectivamente, la matriz singular IC asociada a (Y5,V)) y
la matriz singular DF asociada a (W,, X;).

Nétese que las entradas de Y, V; y W, X; son polinomios de grado, a lo sumo, 1 en .
Més concretamente, Y[ V; tiene, en general, 7 columnas con grado exactamente 1y ¢ — 7
columnas de grado 0, y W,. X tiene, en general, € filas de grado exactamente 1y p — €
filas de grado 0. En este apartado nos interesaremos exclusivamente por la matriz Y;/'V},
mientras que W, X7 cobrara relevancia en el siguiente apartado.

En lo sucesivo, nos referiremos a una matriz IC' (o DF) asociada a H y M sin hacer
referencia a la base de Kronecker de H ni a la representacion de M cuando los resultados
no dependan de estos dos elementos.

Definicién 6.7.3 Sea

- 0 0 A
alll .. all/
S1 S1
alll . .. a/ly
A=
0 0
a/ljl . .. a/le
Sy s
L aul e a’l/lll/ .

una matriz con v columnas particionada en v bloques horizontales. Sea s = s1+ ...+ s,
el nimero de filas de A. El k-ésimo coeficiente de A, denotado por ay(A), para k =
0,1,...,s, es la suma de todos los menores de A obtenidos tomando una fila de cada
bloque horizontal, respetando el orden de los bloques, de modo que la suma total de los
superindices de las filas es igual a k.

Como ejemplo, consideremos

[ afy afy afy ]
ah ab a%:,,
a%1 G%Q a%?)
A | B G
A1 Qg A
a§1 a%Q a§3
ag; ag, as
| ayy az aly |
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En este caso particular,

0
any

ap(A) = a(Q)l

0
asy

a%l
ag(A) = agl
agl
a%l
az(A) = 3%1
agl

a%l
ay(A) = a%l

0
asy

0
as39

2
as39

2
ais
1
&%)
0
as3o

2
5P

0
a39

0
ass,

2
ass

2
ais
1
Qa3
0
asg

2
Qa3

0
Q33

+

a1 (A) =
1 1
asz; Qs
2 2
aiyp aig
0 0
Qo1 Qg9
1 1
asz; Q3o
2 2
Qo1 Qao
1 1
aszy Qs

1 1 1 0 0 0 0 0 0
a’%l ag2 a(2)3 + a31 agz ag:), + a%l Qg9 a%s
1
Qs; Qzp dsg Q3z; A3y Q33 Qsz; Qzp dsg
1 1 1 1 0 0 0 0 0
a%3 + a%l 29 a%s. + a%l ag2 a(2)3 +| ag a%z
1 1

as3 Q3z; A3p Q33 Qszy Qzp dsg Qsz; A3
2 1 1 1 1 1 1 0 0
ais Ay Qrp Gi3 ayp Qo Qi3 Ay Gyo
0 1 1 1 2 2 2 2 2
A3 || Q31 Qg9 Qo3 || A1 Ay Qa3 || A3 A
1 1 1 1 0 0 0 1 1
as33 Q3 Q3o Q33 ag; Qzp dsg Qg Aa39
2 1 1 1 2 2 2
arsg a%l 052 aés a%l aéz aéz

1 _

Qa3 |+| a3 A3y A3 |, as(A) = | a3 aj Qa3

1 1 1 1 1 1 1
as33 Q3z; A3y Q33 Qgz; Aa3p Q33

Obsérvese que tanto ap como «,, consisten siempre en un solo menor.

Para enunciar el resultado principal de esta seccion necesitaremos las siguientes defini-

clones:

Definicién 6.7.4 Sean k,mq, ..
(ma,...,my) es un vector (ky, ...

que k =k + ...+ k.

Denotaremos por fi(m,....,m,) (k) el nimero de representaciones distintas de k en (my, . ..
Dados un nimero k& € N, una representacién (kq, . ..

matriz arbitraria

., mg numeros naturales. Una representacién de k en

Gk, ...

+kq)

1
i

mi

S

]éo
I

L fq"
con mi+...+my+q filas, f;,de longitud ¢, para¢t=1,...,m;, j =
por G(ki,...,k,) al menor de G

k1
1

kq
q

kq) de ken (my,. ..

ky) € (NU{0})? con 0 < k; <m; parai=1,...

,q, tal

arg
Qo3
Q33

(GE!
Qa3
Q33

,My).

,My) ¥ una

(6.46)

1,...,q, denotamos

También necesitaremos el siguiente lema técnico, cuya demostracién es directa:
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Lema 6.7.5 Sea
L) = Ag + A + ...+ XAy

un polinomio matricial con coeficientes cuadrados A; € CT*, para i =1,...,d. Exprese-
mos A
fi
A= |, i=1,...,d,
i
donde f;, para j = 1,...,q, son vectores fila de longitud q. Sea G la matriz de (6.46),
con my = ... =m, = d. Entonces, para cada k = 0,1,...,qd, el coeficiente de \* en el

polinomio det(L()\)) es el nimero

= Hki..., k),

(k;lr"v kQ)

q

/ ) e N,
donde la suma varia entre todas las representaciones de k en (d, ..., d).
Ahora, estamos en disposiciéon de demostrar el resultado principal de este apartado:

Teorema 6.7.6 Sean H(\) y M(\) dos haces matriciales singulares de tamano m X n
con m < n tales que la FCK de H(X) contiene q bloques singulares izquierdos y M(\)
tiene rango q. Sean n y 1, respectivamente, los drdenes singulares izquierdos de H y M.
Si se satisface la igualdad

rg(H+M)=rg(H)+rg(M)=r+qg=m,

entonces la estructura reqular de H + M tiene por autovalores las n + 1 soluciones de la
ecuacion
ay(2)2" + a1 () 2" 4+ o (2)3 + ag(z) = 0, (6.47)

(incluida la raiz infinito) donde o es el j-ésimo coeficiente de una matriz singular 1C
asociada a H 'y M.

Observacién 6.7.7 Por transposicion, se tiene un resultado andlogo para el caso en que
n < m, cambiando q por p (el nimero de bloques singulares derechos de H), n y i por,
respectivamente, € y € (los drdenes singulares derechos de H y M) y la ecuacion (6.47)
por la ecuacion

Be(x)a® + Bey@a™ ' + ...+ Bi(x)z + fo(z) = 0

donde (), es el k-ésimo coeficiente de una matriz singular DF asociada a H y M.

Demostracién. Dada una matriz Y, € C™* 9 cuyas columnas son una base de
Kronecker del espacio singular izquierdo de H, la completamos hasta obtener una matriz

Y=[n|%|v],

donde Y; € C™*¢, Y3 € C™** (siendo k el tamafio de la estructura regular Jy), de modo

que
YI(H +MX =K\ +YTMNX = Kg(\) + YTV (W, X),
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(para una cierta matriz invertible X € C**™). Como la estructura regular de un haz es
invariante por equivalencia, bastard demostrar el resultado para el término derecho de
la igualdad anterior. Veremos que todo menor no nulo de Ky + YT MX de orden m es
divisible por det(Ju (X)) - (A=A1) ... (A=A, 15), donde Ay, ..., A\, son las raices de (6.47).
Haciendo lo mismo con los haces duales, se tiene el resultado.

Sea M un menor no (necesariamente) nulo de Kg + Y7 MX de orden m (nétese que
M depende de A). Este menor es el determinante de una matriz obtenida a partir de
m filas y m columnas de Ky y las correspondientes m filas y m columnas de Y7 M X.
En lo sucesivo, y en aras de la simplicidad, identificaremos el menor M con la matriz
de la que procede. Haremos uso del siguiente hecho trivial: Una submatriz m x m de
Kg +YTMX cuyo primer sumando contiene menos de r filas o columnas linealmente
independientes tiene rango menor o igual que m y, por tanto, su determinante es cero.
Como consecuencia, el menor M ha de contener las siguientes columnas:

= Las columnas de la estructura regular Jg(A\) (k columnas).

» Las columnas de los bloques singulares izquierdos L,fnri()\) (n columnas).

Resulta ilustrativo para la demostracion ver cudl es el origen de las restantes columnas
de la primera matriz en el menor M: puesto que el menor contiene m columnas, debemos
anadir un ntumero de columnas igual a e+¢ procedentes de los bloques singulares derechos.
Esto es: todas excepto p — ¢ columnas procedentes de estos bloques. Por tanto, hemos de
anadir las columnas correspondientes a ¢ bloques completos. Por otro lado, no podemos
anadir mas de ¢ bloques singulares derechos completos porque, de lo contrario, el niimero
de columnas linealmente independientes seria menor que m: el nimero de columnas li-
nealmente independientes de s bloques singulares derechos completos es ¢ — s, donde c es
el nimero total de columnas, luego, mas de ¢ bloques completos darian lugar a un menor
M de rango menor que (m — q) + q = m.

Ahora, el hecho béasico que utilizaremos es el mismo que anteriomente: una matriz
m X m de rango menor que ¢t més otra matriz m X m con rango m — ¢t dan lugar a una
matriz cuyo determinante es cero. Este hecho nos permitird descomponer el menor M en
la suma de dos menores con todas las columnas (filas) en comin salvo una de ellas, y de
manera que uno de ellos es cero:

En primer lugar, consideramos la primera columna, ¢, de M correspondiente a la
estructura regular de g y descomponemos ¢ = ¢; + ¢9, donde ¢; es una columna de
Kz y ¢z es una columna de Y7 M X . Entonces, M = M; + M, , donde M, contiene las
mismas filas y columnas que M pero con ¢; en lugar de ¢, y My contiene las mismas
filas y columnas que M, pero con ¢y en lugar de c. Ahora, el menor My se obtiene de
la suma de dos matrices: una de estas matrices tiene rango m — ¢ — 1 y la otra tiene
rango ¢. En consecuencia, el menor My es cero. Procediendo de esta manera con las
restantes columnas de M correspondientes a la estructura regular de Ky, llegamos a un
menor M, igual a M, cuyas tltimas k columnas proceden exclusivamente de Kp. Mds
concretamente, M tiene la forma:

columnas de H 0
— : A 0
M = det + : = det | =
columnas de M 0 Ay Tu(N) ]
Tu(N)

= det(Ti(\)) - det(A;) = det(T(N)) - M.
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Ahora, basta con ver que el menor ./ql es divisible por ayu A7+ a1 AT 4L+ ad 4 ap.
Expresemos

A, = A:n

A21

Y

con Ayy y Ay de tamafios respectivos € X (e + 1+ q) y (14 q) X (€ + 1 + ). La matriz
Asp es de la forma

Agy = diag (LE (V). ..., LT (V) + (Y3 Vi)W,

Mq

donde W, X = [W}! W2 y W} € CoE+nta) 172 € C*F. También, escribimos

e
fl
"
1
vi=| |,
7
fa

Mg
L Jqg |

es decir: f;f son las filas de la matriz Y,/ V;. Ahora, fijamos nuestra atencién en las primeras
m + 1 filas de Agy:

—
>

2
1

1

A m

1

—_

L 4 (m+1)xm

Mediante operaciones elementales por filas, llegamos a la matriz

10 O AL A
*

T

0 :

- —1 ] (m+1)xm

donde las filas que estan marcadas con un * no tienen interés en nuestro argumento.
Podemos llevar a cabo operaciones andlogas a las anteriores con las filas que corresponden
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a los restantes bloques singulares izquierdos Li (M) para i =2,...,q, y obtenemos

[ O N A

*

Ay = diag(L? (0),..., LT (0)) + W,

Mq

SO AT+ A
*

*

Intercambiando filas, de tal modo que las primeras filas de cada bloque horizontal se llevan
a los ultimos lugares, llegamos a la matriz

~ C
A21_ |:le :|7
donde C tiene 7 filas y
P+ AL+ A
F = :
SO N4 A

es cuadrada de tamano q. B
El hecho relevante es que el determinante de A; y el de

All

.A\ pr—
P Ay

son iguales porque las matrices que corresponden a las operaciones elementales son uni-
modulares (aunque dependan de ). Como

N An Ji An
Ay = C = { = r } g |,
FWw} wl
tenemos "
N Ap
det(A;) =det(F)-det | C |,
w;

y el resultado se sigue del Lema 6.7.5 aplicado a la matriz F.

Si procedemos de manera analoga con los haces duales H*(\) y M*()\) llegaremos a
que todo menor de orden m de (H + M)*(\) = H*(\) + M*()\) es divisible por p*(\) =
(@®)o(M)ANT+ () (M)A + . 4 (af), 1 (M)A + (@), (), donde (af);(A) = Na;(1/A) es el
polinomio dual de «;(A), de tal modo que p*()) es el polinomio dual de p(A\) = a, (A)A7 +
oo+ ar (M)A 4 ag(N), lo que significa que pf(A) tiene una raiz cero de multiplicidad v si y
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sélo si p(A) tiene una raiz infinito de multiplicidad v. Por tanto, dentro de las 1+ 7 raices
de la ecuacién (6.47) estd incluida la raiz infinito con su multiplicidad correspondiente. m

Ahora, anadiendo el teorema anterior a los resultados obtenidos en el Teorema 6.6.2,
podemos establecer lo siguiente:

Teorema 6.7.8 En las hipdtesis del Teorema 6.7.6, la ecuacion (6.47) tiene, para una
perturbacion genérica M(N), n+ 1 raices distintas que no son autovalores de H(\) y, por
tanto, la estructura de Kronecker genérica del haz perturbado H + M es

Krim(A) = diag (Ksing(A), Ta(A), Tu(A), A = pa, oy A = i),
donde

i) Ksing(A) es la estructura singular de Kryp(X) y consta de p — p bloques singulares
derechos que ocupan un total de € + ¢ filas, y cuyos tamanos estdn dados por el
Teorema 6.6.2,

ii) Ju(N\) es la estructura regular de H(N),
i) T (AN) es la estructura reqular de M (),

W) .. g SOn las 141 soluciones de la ecuacion (6.47).

Demostracién. El hecho de que para una perturbacién genérica las raices de (6.47)
son distintas es consecuencia del hecho, bien conocido, de que un polinomio genérico de
coeficientes aleatorios tiene todas sus raices distintas. La afirmacion relativa a los bloques
singulares derechos es una consecuencia del Teorema 6.6.2. Por otro lado, los apartados
i1) y #i1) son consecuencia del Lema 5.2.3. Por tltimo, el Teorema 6.7.6 garantiza que las
soluciones de (6.47) son autovalores de H + M. Si estos autovalores no se encuentran ni
en Jy ni en Jy7, podemos asegurar que se anaden a Jg @ Jys en la estructura regular de
H + M (nétese que, en caso contrario, no podemos garantizar esto ultimo).

Queda por demostrar, sin embargo, que si las raices de la ecuacién (6.47) son distintas
y, ademas, los autovalores de la estructura regular de H, los de la estructura regular de
M y el conjunto de soluciones de (6.47) son conjuntos disjuntos dos a dos, entonces la
FCK de H + M no contiene ningtin elemento més de los que se describen en los apartados
i) — iv) del enunciado. Esto puede verse calculando el nimero de filas y columnas que
ocupan todos estos bloques. Primero, nétese que

p=q=c+7+k

Asi, i) — 4v) suman el siguiente nimero de filas y columnas:

= Filas:
bloques singulares  estructura regular de £ estructura regular de £ ;.o 4o (6.47) q
~= = > —~ —
et+e  + k + k + n+n =ctntktE+i+k=m,
= Columnas:
E+E4p— k + k i =etntktprE+i+k—g=n.
+tEtp—pt Lk K nt =etnthptE itk
bloques singulares estructura regular de £  estructura regular de £  ,,ces de (6.47) q
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Esto significa que los elementos que se describen en el enunciado ocupan todas las filas
y columnas de H + M, luego en la FCK de este haz no puede aparecer ningin elemento
mas. m

Observacion 6.7.9 Se obtiene un resultado andlogo al del Teorema 6.7.8 para el caso en
que n < m cambiando las raices de (6.47) por las € + € raices de la ecuacion que aparece
en la Observacion 6.7.7 y los p — p bloques singulares derechos que describe el Teorema
6.6.2 por los ¢ — p bloques singulares izquierdos que describe el mismo Teorema (y que
ahora ocupardn un total de n+ 1 filas).

Observacion 6.7.10 El Teorema 6.7.8) sdlo afirma los los valores que se mencionan en
el apartado iv) son autovalores de L+ M, pero en el caso de que alguno se repita, o
coincida con algun autovalor de H(X o M(X\), no asegura que aparezca repetido. Por este
motivo el Teorema se enuncia para perturbaciones genéricas.

Cerramos esta secciéon con una aplicacion del Lema 6.7.5 a la teoria de ecuaciones
algebraicas:

Corolario 6.7.11 Si X\, x1,...,2, es una solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

Mapazy + ..+ apzg) + .+ Maj oy + .+ af,zg) + af 21 + .+ ag,rg =0

MNahay + .. +afzg) + ...+ Mafyo + ..+ af,zg) + afz + ..+ af,zg =0

(6.48)
con (x1,...,24) # (0,...,0), entonces Ny es una raiz del polinomio
p(A\) = cql)\ql + cql_l)\ql_l + ...+ A+,
con ¢;, para t =0,1,..., como en el enunciado del Lema 6.7.5 y
[ ady - a(l)q i
ap ..y
H—
ag, .- ag,
L af ... a?q ]
Demostracién. Si Ao, z1,...,z, es una solucién de (6.48) con (z1,...,z,) no nulo,
entonces \g es un autovalor del polinomio matricial
L) = AN + ..+ A+ A,
donde
ay ... a,
A= |, =10
al ... a?q
con autovector asociado (z1,...,z,). Luego det L()Ag) = 0. Ahora, el resultado es una

consecuencia inmediata del Lema 6.7.5. =
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6.7.2. El caso cuadrado

Los haces matriciales singulares cuadrados satisfacen la relacién p = ¢, con p y ¢ como
en (2.5). Por tanto, en esta seccién usaremos tunicamente p y n en lugar de p,q y m,n.
Ahora, las hipdtesis basicas sobre el haz perturbacion M(\) son

pP=D,

rg(H+ M) =rg(H) +rg (M) =n.

Como se ha mencionado anteriormente, bajo estas hipétesis, el haz perturbado H + M
es regular. Esto significa que la FCK no contiene bloques singulares. Asi, en lugar de
referirnos a la FCK de H + M, nos referiremos a la FCW de H + M.

Ahora, el Teorema 5.4.2 se puede reescribir en la forma

Teorema 6.7.12 Sean H(\) y M(X) dos haces matriciales singulares de tamano n X n
tales que la FCK de H(X) contiene exactamente p bloques singulares derechos y otros p
bloques singulares izquierdos y se satisface la 1qualdad

rg(H+M)=rg(H)+rg(M)=r+p=n.

Sean e,n y €,n, respectivamente, los ordenes singulares derechos e izquierdos de H y M.

Sea By, para k = 0,1,...,¢ el k-ésimo coeficiente de una matriz DF asociada a H y M
y ag, para k=0,1,....n, el k-ésimo coeficiente de una matriz IC asociada a H y M. Si
las m + 1 soluciones, Ay, ..., A5, de la ecuacion

Be(x)x® + 04571(2)335_1 + ... +a(r)r + ap(z) =0,
y las € + € soluciones, iy, . .., ll1z, de la ecuacion
(1) + 1@+ L+ a (@) 4 ap(x) =0,
son todas distintas y no son autovalores de H ni de M, la FCW de H + M es
Wainm(N) = diag(Ta, Tvis A — My ooy A= Aegms A= i, oo, A — )
donde
i) Ju es la estructura reqular H(N),

it) Ju es la estructura reqular de M (\).

Demostracion. Que las estructuras regulares de H y M permanecen en la estructura
regular de H + M es consecuencia del Teorema 5.2.1. Que las raices de las ecuaciones del
enunciado son autovalores de H + M es consecuencia del Teorema 5.4.2 y su analogo para
el caso n < m. Unicamente queda por ver que, en el caso de que estas raices sean distintas
entre si y, al mismo tiempo, distintas a los autovalores de H y M, la forma candnica de
Weierstrass de H + M no contiene ningin autovalor mas. Esto es facil de comprobar, ya
que el nimero de filas (columnas) ocupadas por los anteriores autovalores es

p
——

k+k+e+e+n+n=c+n+k+e+i+k=n,

(donde k y k son las dimensiones de las estructuras regulares de H y M, respectivamente)
luego no puede aparecer ningtin autovalor mas. m
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6.8. Problemas relacionados

La descripcion del cambio genérico de la forma de Jordan de una matriz tras perturba-
ciones de rango bajo se publicé por vez primera en [34]. El resultado aparecié nuevamente
demostrado en [60] para perturbaciones de rango 1 y en [61] para perturbaciones de
rango bajo. Ninguno de los trabajos anteriores incluia una caracterizacion del conjunto
de perturbaciones para el que se da ese cambio genérico. Esta caracterizacion se dio en
[52], donde también se inclufa una nueva demostraciéon del cambio genérico. Las técni-
cas utilizadas en este ultimo trabajo son las que hemos empleado en el Capitulo 5 para
generalizar los resultados al caso de haces matriciales regulares. Unas técnicas completa-
mente distintas, descritas en este capitulo, permiten hacer lo propio con el cambio de la
estructura de Kronecker en el caso singular, es decir: describir tanto el cambio genérico
como el conjunto de perturbaciones para el que se da dicho cambio. Estos resultados han
aparecido recientemente en [16].

Todos los trabajos que acabamos de citar en el parrafo anterior se centran en la
descripcion del cambio que experimentan las formas candnicas para la mayor parte de las
perturbaciones. Otro problema distinto es el de caracterizar todos los posibles cambios
en la forma canonica tras las perturbaciones que se estén considerando, en nuestro caso,
las perturbaciones de rango bajo. Este problema ha sido tratado por R. C. Thompson
en [75] y [76]. En el primero de estos trabajos se caracteriza el cambio de los factores
invariantes al anadir filas a una matriz (no necesariamente cuadrada) cuyas entradas
estdn en un Dominio de Ideales Principales (DIP) (por ejemplo: el anillo de polinomios
en la variable A con coeficientes complejos), y es la base del segundo de ellos, en el que se
describen todos los posibles factores invariantes de las perturbaciones de rango 1 de una
matriz con entradas en un DIP: dichos factores invariantes estan dados por las relaciones
de entrelazamiento que se describen en el enunciado del Teorema 5.2.1 de esta memoria
y, aunque nosotros las hemos enunciado tnicamente como condiciones de necesidad, son
asimismo condiciones suficientes [76, Th. 1].

En la misma linea se encuentran los trabajos de Boley [6] y Beitia et al. [5]. Concreta-
mente, el primero de ellos caracteriza los haces que pueden obtenerse a partir de otro al
anadir una fila o columna. Al igual que en los articulos de Thompson [75, 76|, la caracteri-
zacion se obtiene a través de ciertas relaciones de dominancia, en este caso entre los indices
minimales y la caracteristica de Segre de uno y otro haz. En cambio, en el segundo de los
trabajos, se caracterizan las matrices que pueden obtenerse a partir de otra por pequenas
perturbaciones (en norma) de una fila o columna. Nuevamente, la caracterizacion llega a
través de una relacién de dominancia entre determinadas series relacionadas con la forma
de Jordan de la matriz. Ambos trabajos siguen la estela de los que anteriormente habian
permitido caracterizar las matrices (respectivamente, los haces) que pueden obtenerse a
partir de una matriz dada por perturbaciones arbitrarias de norma pequena [49] (resp.
[55]), v de los que hablaremos en el préximo capitulo.
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6.9. Apéndice: Programas Matlab

Incluimos en este Apéndice los programas Matlab aludidos en la Seccién 6.5.5. Hemos
utilizado estos programas para comprobar empiricamente que las matrices mosaico Toeplitz
As(dmin) v As(dmin — 1) que aparecen en el enunciado del Teorema 6.5.10 tienen, genéri-
camente, rango completo. En la Seccién 6.9.2 incluimos los experimentos realizados con
estos programas.

6.9.1. Programas Matlab

En el programa Matlab toecomp.m se presupone un haz no perturbado en forma de
Kronecker, de manera que una ROMB de dicho haz esta formada por vectores polinémicos
canonicos de la forma [ 0O ... 001 X ... X0 ...0 }T. El programa tiene como
entradas:

» Los indices minimales derechos del haz no perturbado (tamanos de los bloques
singulares derechos) (D),

» el rango de la perturbacion (r),
» la suma de los indices minimales derechos de la perturbacién (e),

y construye una perturbacion aleatoria M con rango r y orden minimal derecho e. Mas
concretamente, construye una descomposicién derecha (6.3) de una perturbaciéon M. Para
ello se usa el comando 'rand([e+r,n])’, que proporciona una matriz (e +r) x n, que hemos
denotado con la misma letra M, cuyas e + r filas son los vectores fila de una descom-
posicién derecha como en (6.3) (ndétese que una tal descomposicion contiene e vectores
polinémicos fila de grado 1 y otros » — e de grado 0, lo que suma un total de e + r
vectores constantes). A partir de esta descomposicién, obtiene un conjunto completo de
polinomios conexion derechos en la forma que se describe en la Seccién 6.5.1, es decir, mul-
tiplicando los vectores de la matriz M anterior por cada uno de los vectores polinémicos
canénicos. Posteriormente se construyen las matrices mosaico Toeplitz asociadas Ag(dmm)
y As(dmm — 1) que aparecen en el Teorema 6.5.10. A continuacién, calcula el rango de
dichas matrices, utilizando el comando Matlab 'rank’, y ofrece como salida un valor igual
a 1 si las matrices son de rango completo e igual a 0 en caso contrario.

Por otro lado, el programa testcomp.m ejecuta el programa toecomp.m en un niimero
de casos prefijado. Este nimero de casos es la primera entrada del programa. Las restantes
entradas son las del programa toecomp.m. La salida de testcomp.m es un nimero que
indica el nimero de casos en que se cumple la conjetura, es decir, el nimero de casos en
que las matrices mosaico Toeplitz asociadas tienen rango méaximo.

La siguiente tabla muestra la equivalencia entre la notacién empleada por los progra-
mas y la empleada en el resto de la memoria.

Programa ‘ Memoria

e 5

r P
D:[dl,dg,...] [81,62,...] .

A continuacion, incluimos los programas toecomp.m y testcomp.m. Los comentarios,
siguiendo la sintaxis Matlab, van precedidos del simbolo %.
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function[z]=toecomp(e,r,D)

%D es un vector que contiene las dimensiones de los bloques
D=sort(D) %los ordena en orden no decreciente

%e es la suma de \’{\i}ndices minimales de la perturbaci\’{o}n

»r es el rango de la perturbacil’{o}n. Ha de ser mayor o igual que e
by menor que n

if (e>r)
disp(’rango menor que e!!’)
return

end

[q pl=size(D);
%p es el n\’{u}mero de bloques del haz no perturbado

n=sum(D)+p;
%n es el n\’{ulmero de columnas

if (r>p)
disp(’rango mayor que no. de bloques!!’)
return

end

%calculamos la suma de los \’{\i}ndices minimales:
for i=1:p

S(i)=sum(D(1:1));
end

D=[D 0];

hcalculamos los d_i’s y el entero s (en la notacil’{o}n de la memoria):
for i=r+1:p
s=i;
H=[D(1:i)];
F(i-r)=floor((sum(H)+e)/(i-r));
if D(i+1)>=F(i-r)
break
s=i+1;
end
end

S;
d=min(F) ;
%d es el grado

for i=1:s
L(i)=d-D(i);
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end

L;
%L(i) es el grado de las inc\’{ol}gnitas

M=rand([e+r,n]);

7M contiene por filas los vectores fila de una perturbacil\’{o}n gen\’{e}rica

%de rango r y suma de \’{\i}ndices minimales e expresada a trav\’{e}s de una
%descomposici\’{o}n derecha. Hay e+r porque los primeros e vectores son de grado 1

oo 1o 6o s ToTo o oo ToToTo o o ToTo o o o To o o o To To o o o ToToTo o o To T o o o To T o o
%CONSTRUCCION DE LOS POLINOMIOS CONEXION %
Yoo To o 1o oo o o o ToToTo o o o o o ToToTo oo o o o o ToTo oo o o o o To T oo o o o T o

if (e==0)
A=[];
else A=[[M(1,1:D(1)+1) 0]+[0 M(e+1,1:D(1)+1)] =zeros(1,d-D(1))];

for i=2:s

A=[A; [M(1,8(i-1)+i:S(i)+i) OJ+[0 M(e+1,S(i-1)+i:S(i)+i)] zeros(1,d-D(i))]1];
end
%hemos constru\’{\i}do el primer bloque de columnas (que luego ser\’{a}n filas)
%hde los polinomios de grado e_i+1

for i=2:e
B=[[M(i,1:D(1)+1) 0]+[0 M(e+i,1:D(1)+1)] zeros(1,d-D(1))];
for j=2:s
B=[B; [[M(i,S(j-1)+j:8(j)+j) 01+[0 M(e+i,S(j-1)+j:S(j)+j)] zeros(1,d-D(j))1];
end
A=[A B];
end
end

if (e<r) C=[[M(2%e+1,1:D(1)+1)] zeros(1,d-D(1))];
else

c=[1;

E=[];

end

if (e<r)
for i=2:s
C=[C; [M(2*%e+1,S(i-1)+i:S(i)+1i)] zeros(1,d-D(i))];
end
%hemos constru\’{\i}do el primer bloque de columnas (que luego ser\’{a}n filas)
%de los polinomios de grado e_i
end

if (e+1<r)
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for i=2:(r-e)
E=[[M(2*e+i,1:D(1)+1)] zeros(1,d-D(1))];
for j=2:s
E=[E; [[M(2%e+1,S(j-1)+j:5(j)+j)] zeros(1,d-D(j))1];
end
c=[C E];
end
end
A=A.’; C=C.’;

Yoo 1o oo o ToTo oo o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToToTo o o ToTo o o o To T o o o To T o o To T o o o
% CONSTRUCCION DE LAS MATRICES MOSAICO TOEPLITZ Y%
Yoo To o 1o o o 1o o o ToToTo o o o o o JoToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o

if (e==0)
To=[];
else TO=toeplitz(A(:,1),[A(1,1) zeros(1,d-D(1))]1);
for i=2:s
T2=toeplitz(A(:,i),[A(1,i) zeros(1,d-D(i))]1);
TO=[TO T2];
end
end

if (e<r) T1l=toeplitz(C(:,1),[C(1,1) zeros(1l,d-D(1))]);

for i=2:s
T2=toeplitz(C(:,1i),[C(1,1) zeros(1,d-D(i))]1);
T1=[T1 T2];

end

T=[TO0;T1];

else
T=TO;

end

T;

Tolotolotota o olo ool olo o o o o o o ototo o o o o o oo oo o o o oo oo o o o o o o oo to o o
% CONSTRUCCION DE LAS MATRICES MOSAICO TOEPLITZ 7%
% QUE SE OBTIENEN QUITANDO LA ULTIMA FILA Y T
% COLUMNA DE CADA BLOQUE h
Tolotototolo o olo oo o olo o o o o o o oto o o o o o o o oTo o o o o o To oo o o o o o oo o o o

L1=T(:,1:L(1)); h=L(1)+2; for i=2:s
L1=[L1 T(:,h:h+L(i)-1)]1;
h=h+L(i)+1;

end

j=d+3;

T1=L1(1:d+1,:);

for i=2:e
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T1=[T1;L1(j:j+d,:)];
Jeyrde2;

end

j=ex(d+2)+1;

for i=e+l:r
T1=[T1;L1(j:j+d-1,:)];
j=j+d+i;

end

T1;

hcalculamos los rangos y comprobamos si las matrices mosaico
%Toeplitz son de rango m\’{altximo

[a bl=size(T); ri=rank(T); cl=a-ri;
[m,n]=size(T1); r2=rank(T1); c2=n-r2;

if (c1==0) & (c2==0)

z=1;

%disp(’El caso es gen\’{e}rico’)
else

z=0;

%disp(’El caso es no gen\’{e}rico’)
end

function[suma,Y]=testcomp(n,e,r,D)
Y=zeros([1,n]);
for i=1:n
X(i)=toecomp(e,r,D);
end
suma=sum (X)

if suma==n

disp ’se cumple la conjetura’
else

disp ’no se cumple la conjetura’
end
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6.9.2. Experimentos

En esta seccion incluimos los experimentos que hemos llevado a cabo con el progra-
ma testcomp.m. En la siguiente tabla mostramos los resultados y las caracteristicas del
conjunto de entradas sobre el que se ha ejecutado el programa. En todos los ejemplos, el
nimero de casos que se ha ejecutado (primera entrada) es n = 10000.

le|r] D | salida(z) |
03 0,1,1,1,2] 10000
303 [0,1,6,10] 10000
14 [0,1,2,3,4,4,5,0] 10000
305 [1,1,2.3,4,5,5,6,7,9] 10000
415 [0,0,1,1,5,6,6] 10000
418111,1,1,3,3,4,5,6,7,7,7,8,8] || 10000

Como puede observarse en la tltima columna, en todos los casos (un total de 60000)
las matrices mosaico Toeplitz asociadas tienen rango maximo.



150 Capitulo 6. Perturbaciones de rango bajo de la Forma de Kronecker




Capitulo 7

Orbitas de haces matriciales de
rango fijo

7.1. Introduccion

Como ya hemos mencionado en la Introduccion del capitulo anterior, resulta llamativo
el hecho de que el cambio genérico que experimenta la FCK de haces matriciales singulares
tras perturbaciones de rango bajo dependa de los érdenes minimales de la perturbacion.
Este hecho, en cambio, tiene una explicacion intrinseca al conjunto de perturbaciones que
estamos considerando, es decir, al conjunto de perturbaciones de rango (menor o igual
que) r (nétese que, por comodidad, hemos preferido emplear esta letra en lugar de p,
utilizada para el rango de la perturbacién en los dos capitulos previos). El objetivo del
presente capitulo es dar una descripcion de dicho conjunto en la linea del trabajo clasico
de Arnold [2]. Segin los resultados que contiene dicho trabajo, el espacio de matrices
n x n (identificado de manera natural con el espacio (C"Q) se descompone en una union
de subvariedades (drbitas) cuyos puntos son matrices con la misma forma de Jordan.
La (co)dimensién de dichas subvariedades se calcula en términos de los tamanos de los
bloques que aparecen en la forma canodnica. Esta descripcion se aplica, en particular, a la
subvariedad de matrices m X n (es decir: no necesariamente cuadradas) de rango menor
o igual que r. La generalizacién de las ideas de Arnold a haces matriciales, llevada a cabo
esencialmente por Edelman, Elmroth y Kagstrom [21, 22], dejaba abierto el problema
de dar una descripcién analoga para el conjunto de haces matriciales de rango menor
o igual que r. Nuestro trabajo, por lo tanto, se debe en gran parte a los de estos tres
autores, especialmente [22]. En dicho articulo, a partir de la identificaciéon natural del
conjunto de haces m x n con el espacio C*™"*, se describe a este conjunto como una unién
finita de cierres de dérbitas, cada una de los cuales estda formado por haces estrictamente
equivalentes que, por tanto, tienen la misma forma de Kronecker. A partir de la relacion
de inclusion entre los cierres obtienen un orden parcial en el conjunto de érbitas de haces
matriciales de tamano m x n y aportan condiciones necesarias y suficientes para que
dos haces estén relacionados. El diagrama de Hasse asociado a este orden es de gran
utilidad en la interpretacion de los algoritmos que se emplean para obtener las formas
canodnicas que estudiamos en la presente memoria porque permite conocer las estructuras
cercanas a un haz determinado del que se conoce su forma candnica total o parcialmente.
Si, en particular, el haz se halla en una o6rbita situada en el cierre de otra, una pequena
perturbacién (debida, acaso, a errores de redondeo) situard posiblemente el haz en esa
orbita superior, cuya forma candnica puede ser muy distinta, lo que implicara un fallo en
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el algoritmo que se esté utilizando.

Las razones expuestas en el parrafo anterior nos muestran la utilidad préctica que
tiene conocer, si es que existe, la forma de Kronecker (es decir: la érbita) genérica de
un haz m x n de rango r, donde r es un numero entero entre 0 y min{m,n} — 1. En
el presente capitulo veremos que no existe una orbita genérica, en el sentido de que su
cierre contenga a todas las demas, sino que existen r + 1 érbitas, que pueden llamarse
mazximales, cuyos cierres contienen a las restantes. La teoria de perturbaciones que hemos
expuesto en el Capitulo 6 refleja este hecho y, en consecuencia, los resultados que hemos
obtenido dependen de estas r + 1 formas maximales, que se parametrizan por los valores
de los ordenes singulares compatibles con dicho rango. Esta es la razon intrinseca de
la relevancia que tienen los érdenes minimales de la perturbaciéon en el comportamiento
genérico descrito en el Capitulo 6.

7.2. Preliminares y resultados previos

En esta seccién resumimos brevemente los resultados que necesitaremos en el capitulo.
Simultaneamente, introducimos algo de notacion.

Recordemos que el rango de un haz A + AB es el orden del mayor menor no idéntica-
mente nulo como funcién de .

7.2.1. Orbitas y la forma canénica de Kronecker

Vamos a usar la misma notacion que en [22]. La érbita, O(H), de un haz matricial
H(\) = A+ AB de tamano m X n, es el conjunto de haces matriciales estrictamente
equivalentes a H(\):

OH)={PHMNQ: PeC™™ Qe C"™ P, Q invertibles}.

Estas érbitas son variedades en el espacio vectorial C?™" y, por tanto, nos referiremos
a la codimensién de O(H) como la codimensién en este espacio. Denotaremos por O(H)
al cierre de esta oOrbita.

El elemento mas significativo de la érbita O(H) es la forma canonica de Kronecker (o
FCK por brevedad) de H(A) (véase la seccion 2.3). La FCK de H()\) determina univo-
camente la érbita O(H), y, en particular, determina completamente la codimensién de
O(H) [11, Th. 2.2].

7.2.2. Particiones enteras

El orden de dominancia en el conjunto de sucesiones de enteros no negativos especifi-
caque (ay,as,...) > (by,bg,...) si ay+...+a; > by+...+b; parai=1,2,.... Diremos que
(al, as, .. ) > (bl, bg, .. ) si (al, ag, . . ) Z (bl, bg, .. ) y (al, as, . . ) 7é (bl, bQ, .. ) [22, Sec-
tion 2.1]. Una particién, n, de un entero n es una sucesién de enteros n = (ny,ng, ..., n.)
conn; >ng > ...>n. >0y tal que ny +ns + ... 4+ n. = n. Eventualmente, algunas de
las entradas n; pueden ser cero. El nimero ¢ se conoce como la longitud de la particion.
La particién conjugada de n = (ny,ns,...) es la sucesién n* = (n, nj,...), donde n}
es el nimero de entradas en n que son mayores o iguales que ¢, parai =0,1,... . Notese
que n* es una particiéon de n + ¢, donde ¢ es la longitud de n. Es bien sabido que, si a 'y
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b son particiones del mismo entero n con la misma longitud, entonces a > b si y solo si
a* < b*.

En las secciones restantes de este capitulo usaremos los siguientes dos lemas. Como es
habitual, |x| denotard la parte entera de x, es decir: el mayor entero que es menor igual
que x.

Lema 7.2.1 Sean n y c enteros no negativos y sea n = ca+t, con 0 <t < c, la division
entera de n entre c, es decir, a = |n/c| yt = nmodec. Definamos n, := (a + 1,.9.
ca+1,a,¢7Y, @), que es una particion de n de longitud c. Entonces

n: = (c,...,c,t,0,...),
a+1

y, para toda particion n de n de longitud ¢, n > n. o, equivalentemente, n* < n.
Demostracién. Es trivial que n¥ = (c,%*tY ¢, ¢,0,...). Por otro lado, dada una par-

ticién n de n de longitud ¢, tenemos que n* = (¢, 4D c,#',..), con 0 <t < cy o/ > 0.

Entonces, n + ¢ > (o/ + 1)c+t', lo que implica que a > «’. El caso a = o’ implica que

t > t', luego, en cualquier caso, n’ > n*. [ |

Lema 7.2.2 Si n > m, entonces n; > m’ y n. > m., para cualquier entero no negativo

c.

La demostracién de este Lema es inmediata.

7.2.3. Relaciones de inclusién entre cierres de dorbitas

Para cada haz matricial, H()\), de rango r, consideramos las siguientes tres sucesiones
definidas en [22]:
RH)+r=(ro+rri+rre+r...),
donde 7; es el nimero de bloques singulares derechos L; en la FCK de H(\) con j > i;
E(H)"i‘?": (lo—i‘r,ll—i‘r,lg—i—'f’,...),

donde [; es el nimero de bloques singulares izquierdos L;‘-F en la FCK de H(\) con j > i;
y, para cada u € C U {oo},

Tu(H) +p = (wi(p) + p,wa(p) +p,..),
donde w; (1) es el nimero de bloques de Jordan asociados con el autovalor p de dimensién
mayor o igual que i en la estructura regular de la FCK de H(\), y p es el nimero de
bloques singulares derechos en la FCK de H(\). Estas sucesiones nos permiten obtener
relaciones de inclusion entre los cierres de las érbitas de dos haces matriciales diferentes.
Esto es lo que se presenta en el Teorema 7.2.3 siguiente, obtenido en [55], y reformulado
mas tarde en [8] y [22]. Nosotros enunciamos el teorema tal y como aparece en [22].

Teorema 7.2.3 [22, Th. 3.1] Sean H, y Hy dos haces matriciales complejos m X n
con, respectivamente, p (Hy) y p(Hz) bloques singulares derechos en su FCK. Entonces
O(H,) 2 O(Hs3) sty sdlo si se dan las siguientes relaciones:

(i) R(Hy) +rg (H1) > R(Hz) + rg (Hy),
(ii) L(Hy) +rg(Hy) > L(Ha) + 18 (H>),

(iil) Ju(Hy) +p (Hy) < Ju(Hs) +p (Ha),
para todo € CU {oo0}.
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7.3. El conjunto de haces singulares de rango menor
o igual que r

Si nos restringimos al conjunto de haces de matrices m x n con rango fijo igual a r, las
condiciones del Teorema 7.2.3 se simplifican significativamente. En este caso, O(H;) 2
O(H,) si y sblo si se dan las siguientes condiciones: (i) R(H;) > R(Hs); (i) L(H,) >
L(H,), y; (ili) J.(H1) < Ju(Hs), para todo p € CU {oo} (ya que p(H) =n —rg(H)).
Nuestro primer resultado caracteriza las érbitas maximales de haces de rango r.

Lema 7.3.1 Sea r un numero entero tal que 1 < r < min{m,n} — 1. Definamos, en el
conjunto de haces matriciales complejos m x n de rango r, las siguientes r + 1 formas
canonicas de Kronecker:

Ka(X) = diag (Lat1, - - Lat1, Lay - -+ Loy Ly -5 Ly, L, - L) (7.1)

g

Vo N Vo
s n—r—s t m—r—t

para a = 0,1,...,7, donde a = |a/(n—7)], s =amod (n —7r), B = [(r—a)/(m—71)]
yt = (r—a)mod(m — r). Entonces, para todo haz m x n, H(\), de rango r existe un

nimero “a” tal que O(K,) 2 O(H), y O(K,) 2 O(Ky) siempre que a # a'.

_ Demostraciéon. Debemos probar que, para cada FCK de tamano m X n y rango r,
KC(N), existe un nimero “a” tal que O(K,) 2 O(K), y también que O(K,) 2 O(K.)
siempre que a # a'.

Cualquier estructura de Kronecker de tamano m x n y rango r es de la forma

K(\) = diag (Lays- -+ Lan o L5 oo LY ),

donde ay > ... > ap, >0, 31 > ... 2 By > 0, v J es la estructura regular, que
suponemos de tamano k£ x k. Sea R = a3 + ...+ «a,_, el nimero de filas ocupadas por
los bloques singulares derechos L,,,...,La, ,, vV sea a = R+ k. Notese que 0 < a < 7,
luego podemos considerar, para este valor de a, la estructura de Kronecker IC,(\) dada
en (7.1). Demostraremos que R(K,) > R(K), L(K,) > LK), v J.(K.) < T.(K), para
todo p € C U {oo}. De acuerdo con el Teorema 7.2.3, esto implicard que O(K,) 2 O(K),
para a = R+ k.

Teniendo en cuenta que J,(IC,) = (0,0,...), para todos p y a, la relacién J,(K,) <

J.(K) se obtiene trivialmente.

Ahora, para demostrar R(K,) > R(K), nétese que R(K) es la particién conjugada de
(v, ..., @), que es una particiéon de R de longitud n—r. Por lo tanto, si (n—r)a+s = R
es la division entera de R entre n — r, el Lema 7.2.1 implica que

(n—r,%Y n—1r730,...)>RK). (7.2)

Por otro lado, R(K,) = (n—r,%tY, n—r,s,0,...), es la particién conjugada de (a+1,.%.
ca+ 1,0, a), que es una particién de a = R + k de longitud n — r. Finalmente, el
Lema 7.2.2, junto con (7.2), implica

R(K,) > (n—r%Y n—1r730,...)>R(K).

Andalogamente, para demostrar £(KC,) > L(K), nétese que L(K) es la particién conju-
gada de (1, ..., Bm_r), que es una particiéon de r — a de longitud m —r, donde a = R+ k.
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También, £(K,) es la particién conjugada de (3 +1,.9.,8+1,3,™77%, 3), que es una
particién de r — a de longitud m — r. Asi, la relacién £(K,) > £(K) es una consecuencia
inmediata del Lema 7.2.1.

Finalmente, hemos de probar que O(K,) 2 O(K.) siempre que a # a'. Para es-
to, es suficiente comprobar que para dos valores a,a’ € {0,1,...,r} distintos la versién
simplificada de las tres condiciones (i), (ii), y (iii) del Teorema 7.2.3 no se satisfacen
simultdneamente. Este hecho es inmediato a partir del Lema 7.2.2, teniendo en cuen-
ta que R(K,) = a’_, y L(K,) = (r—a)’, . Asi, a > o implica R(K,) > R(K,) vy
LIK,) < L(K,). [

Ejemplo 7.3.2 Consideremos el caso cuadrado m =n = 6 y r = 4. En la notacién del
teorema anterior, tenemos las siguientes cinco formas canénicas de Kronecker maximales

a:() d KOZLQ@Lo@Lg@Lg
a=1 — Ki=LyoLioLTo Ll
a=2 — Koy=LioLioLTpLT
CL:3 — K3:L1@L2@L5@L{
(124 — K4:L2@L2@L5@Lg

O

El Lema 7.3.3 relaciona las formas canénicas de Kronecker que aparecen en (7.1) para
rangos diferentes.

Lema 7.3.3 Sean 1 < v < r < min{m,n} —1 y 0 < a < 7. Sean KC,(\) y K. ()
respectivamente, las formas canénicas de Kronecker dadas en (7.1) para los rangos r y r'.

Entonces O(K,) 2 O(K.).

Demostracién. Sean (n—r')a/+s" = ay (m—1r")3' +t' = r’ —a las divisiones enteras
de, respectivamente, a entre n — r’ y ' — a entre m — r’. Por tanto, tenemos

R(K) +rg(K)) = (n,a./fr.l),n, s +1,0,0,...),
LK) +rg(K) = (m,ﬂfﬂ),m,t’ +1,0,0,...),
T +p(KL)=(n—1r'n—1..).

Anélogamente, para IC,(A) y con la notacién de (7.1), se tiene

R(K,) + g (Ky) = (n, ) n s +1,0,0,.. ),
LK) +rg(Ky) = (m, B m,t+7,0,0, .. ),
Tu(Ko) +p(Ky)=(n—rn—r,...).

Es obvio que la relacion J,(IC,) +p (K,) < T (K'o)+p (K',) se da para todo pn € CU{o0}.
Por otro lado, tenemos que

n—r)d <m—-1)<n-r)d+s=mn-rat+s<(n-—r)(a+1l),

(m =B < (m—=r)F +1' <(m=r)f+t<(m=-r)(B+1)<(m—r)B+1),
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luego a > o' v 6 > [, y las igualdades implican, respectivamente, s > s’
aqui se sigue que R(KC,) +rg (Ky) > R(KL) +rg (K) v LIK,) +rg (Ka) > LK
]

yt>1t. De
P)+r

)+rg (K.

Noétese que, aunque el rango de las formas canénicas de Kronecker dadas en (7.1) es
exactamente r, los cierres de sus érbitas incluyen al conjunto de todos los haces con rango
menor o igual que 7, por el Lema 7.3.3. El Teorema 7.3.4 establece este hecho, y este es
el resultado principal de este Capitulo. Nos permite decir con propiedad que los haces
genéricos de rango menor o igual que r tienen estructuras de Kronecker dadas por (7.1).

Teorema 7.3.4 Sea r un nimero entero tal que 1 < r < min{m,n} — 1, y sean KCu(N),
para a =0,1,...,r, lasr+1 formas candnicas de Kronecker definidas en (7.1). Entonces

(i) El conjunto de haces matriciales complejos m X n con rango menor o igual que r es
un conjunto cerrado igual a U O(K,).

0<a<r

(ii) Para cada haz de tamario m x n, H(X), con rango menor o igual que 1 existe un
mimero ‘a” tal que O(K,) 2 O(H).

(iii) O(K,) 2 O(Ky) siempre que a # d’.

Demostracion. Se sigue directamente de los Lemas 7.3.1 y 7.3.3. ]

A continuacién, fijamos nuestra atencién en la codimensién de las érbitas O(KC,) de
las formas de Kronecker genéricas con rango menor o igual que r. Veremos que estas
codimensiones son distintas si m # n. En este caso, la codimension (resp. dimensién) del
conjunto de haces matriciales de rango menor o igual que r se define, de acuerdo con [91],
como la menor (resp. mayor) de las codimensiones (resp. dimensiones) de O(K,), para
a=0,1,...)r

Teorema 7.3.5 Sea r un nimero entero tal que 1 < r < min{m,n} — 1, y sean KC,(A),
para a =0,1,...,7r, lasr+1 formas candnicas de Kronecker definidas en (7.1). Entonces

1. La codimension de O(KC,) es (n —r)(2m —r) + a(m — n).

2. La codimension del conjunto de haces matriciales complejos de tamano m X n con
rango menor o igual que v es iqual a

Demostracién. El primer apartado es una consecuencia directa de [11, Teorema 2.2|. El
segundo apartado se sigue de calcular min,{(n — r)(2m —r) + a(m — n)}. [

Ejemplo 7.3.6 En [23] se estudia en profundidad la estratificacién del conjunto de
orbitas de haces singulares de tamano 2 x 3. En este ejemplo, analizamos la jerarquia
de los cierres de las érbitas del conjunto de haces singulares 3 x 3. Usando el Teorema
7.2.3, podemos obtener el diagrama de Hasse completo asociado a esta jerarquia:
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FIG. 1. Jerarquia de los cierres de drbitas del conjunto de haces singulares 3 X 3

Como se observa, hay tres estructuras de Kronecker maximales de codimensién 4,
cuyos cierres contienen a las restantes estructuras.

Por otro lado, los recuadros en trazo discontinuo de la Fig. 1 corresponden a las
estructuras de Kronecker de rango menor o igual que 1. Esto significa que la jerarquia
de los cierres en el subconjunto de los haces 3 X 3 con rango menor o igual que 1 se
reduce a tres estructuras de Kronecker no nulas, dos de las cuales tienen codimensién 10
(maximales) y una tiene codimensién 13. O]

Actualmente existe un software, bautizado por sus creadores como Stratigraph, que
permite obtener el diagrama completo de la estratificacion de los cierres de las orbitas de
cualquier conjunto de haces matriciales (también de matrices) con dimensiones relativa-
mente bajas [70]. El ejemplo anterior puede obtenerse con dicho programa.

7.3.1. Irreducibilidad en la topologia de Zariski

Todas las ideas topoldgicas utilizadas hasta el momento se refieren a la topologia
usual en C?*™". La topologia de Zariski ha sido utilizada en [91] para demostrar que
el conjunto de haces matriciales singulares n X n con entradas en un cuerpo infinito
arbitrario tiene exactamente n componentes irreducibles, cada una de codimension n + 1.
En esta subseccién demostraremos que los cierres O(K,()\)) de las formas candnicas de
Kronecker que aparecen en (7.1) son irreducibles en la topologia de Zariski. Un resumen
claro y conciso acerca de la topologia de Zariski se encuentra en la Introduccién de [91].
Aqui simplemente recordamos las siguientes ideas: (i) un subconjunto de C? es cerrado en
la topologia de Zariski si es el conjunto de ceros comunes a uno o varios polinomios; (ii)
los cerrados de Zariski son cerrados en el sentido usual pero el reciproco no es cierto; (iii)
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un subconjunto de C? es irreducible si no es la uniéon de dos subconjuntos propios cerrados
en la topologia de Zariski; (iv) todo cerrado en la topologia de Zariski es una unién finita
de subconjuntos irreducibles que se conocen como sus componentes irreducibles.

Un resultado importante en este contexto es que los cierres de una orbita de haces
estrictamente equivalentes son los mismos tanto en la topologia de Zariski como en la
topologia usual de C*™" [33]. Por lo tanto, no hay ambigiiedad en el hecho de usar el
simbolo O(K,) en esta subseccién porque se refiere exactamente al mismo conjunto que
en el resto de la memoria. El resultado principal en este apartado establece que las 6rbitas
de haces matriciales son irreducibles.

Lema 7.3.7 El cierre O(H) de la drbita O(H) de un haz matricial complejo H()\) de
tamano m X n es una variedad irreducible en la topologia de Zariski.

Demostracion. Identifiquemos el conjunto de haces matriciales de tamano m x n
con C?*™ donde el haz H(A) = A + AB se identifica con el par (A, B). Sea U el con-
junto de pares (P, Q) con P € C™™ y ) € C™" invertibles. Se trata de un conjunto
denso de C™*" (esto es: U = C™*"*). Dado un haz matricial (4, B), podemos con-
siderar la funcién continua (polinémica), pg , de C™*+7* a C2™ que envia el par (P, Q)
al par (PAQ, PBQ). Tenemos que O(H) = om(U). Por [91, Section 1] sabemos que

o (Cm*+1%) es un conjunto irreducible. Por otro lado, para toda funcién continua ¢,

se tiene que (W) C (W), donde W es un conjunto arbitrario, y esto implica que

©(W) = ¢(W). En nuestro caso, tenemos

en(U) = ou(Cm*+n%)

y esto es igual a O(H), lo que concluye la demostracién. ]
Con este Lema, el Teorema 7.3.4 puede ser complementado como sigue.

Teorema 7.3.8 Sea r un nimero entero tal que 1 < r < min{m,n} — 1, y sean KCu(N),
paraa =0,1,....7, lasr+1 formas candnicas de Kronecker definidas en (7.1). Entonces,
el conjunto de haces matriciales complejos m X n con rango menor o igual que r es un
conjunto cerrado que tiene exactamente r + 1 componentes irreducibles en la topologia de
Zariski. Estas componentes irreducibles son O(K,), para a =0,1,...,r.

Este Teorema incluye a [91, Th. 1] como un caso particular.

7.4. Notas historicas

Aunque los conceptos de orbita y fibrado proceden de otras areas de la matematica
(concretamente del dlgebra y la geometria diferencial) su aplicacién explicita en la teoria
del anélisis matricial fue introducida por Arnold en 1971 [2]. El término fibrado, que
nosostros no hemos empleado en esta memoria, hace referencia al conjunto de matrices
(haces matriciales) cuya forma de Jordan (de Weierstrass en el caso de haces regulares o
de Kronecker en el de singulares) difiere unicamente en los autovalores. Tanto las érbitas
como los fibrados son invariantes por un tipo de relacién. En el caso de matrices esta
relacién es la relacion de semejanza. En términos de teoria de grupos, se trata de las
orbitas por la accion de conjugacién del grupo lineal. En cambio, en el caso de haces
matriciales las érbitas son invariantes por equivalencia estricta. Arnold, en el articulo
citado [2] obtuvo la (co)dimensién tanto de las rbitas como de los fibrados de matrices.
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Waterhouse [91], por otra parte, sin utilizar las ideas de Arnold, describié el conjunto
de haces singulares de tamafio n X n como una variedad cerrada formada por exactamente
n componentes irreducibles de codimension n + 1, e identificé las formas de Kronecker
correspondientes a las orbitas que se obtienen por equivalencia estricta. Un ano antes,
Markus y Parilis [49], sin utilizar tampoco la terminologia de Arnold, dieron condiciones
necesarias y suficientes para que la dérbita (por semejanza) de una matriz se encuentre
en el cierre de otra. Es decir: caracterizaron la relaciéon de orden del cierre de érbitas de
matrices. Esta caracterizacién es enunciada de forma muy elemental mediante la relacion
de dominancia de particiones enteras, y servira también para caracterizar la relacién de
orden en el caso de haces matriciales. Dicha generalizacién (que corresponde al Teorema
7.2.3 anterior) fue obtenida por Pokrzywa [55] tres anos mds tarde, introduciendo ya la
terminologia de cierres de érbitas. En otras palabras, lo que ambos trabajos contienen
es la caracterizacién de la relacién de pertenencia de una matriz (resp. un haz) al cierre
de la érbita de otra matriz (resp.haz) en términos de propiedades intrinsecas de dichas
matrices (resp. haces). Previamente, se habian obtenido caracterizaciones no intrinsecas
para el caso de operadores finitos (matrices cuadradas) [3] y operadores en espacios de
Hilbert [1]. El trabajo de De Hoyos [8] puso de manifiesto la relacién entre el resultado
de Pokrzywa y los invariantes de los haces matriciales que caracterizan la forma candnica
de Kronecker, esto es: la caracteristica de Segre y de los indices minimales por filas y
columnas. Esto permitio a su autora, ademas, enunciar los resultados de una forma mas
simplificada a través de las particiones de dichos invariantes. En el trabajo citado se
estudia la continuidad de la forma de Kronecker como funcién de C*™* en C*™" y, como
era de esperar (para aquellos pocos que conocieran por aquel entonces los trabajos que
citaremos en el proximo péarrafo), los tinicos puntos en los que dicha funcién es continua
corresponden a haces matriciales cuya forma de Kronecker es genérica [8, Teoremas 2.7, 2.8
y 2.9]. La introduccién a la tesis de De Hoyos [9] contiene gran parte de la resena histérica
inlcuida en este parrafo y ampliada con informacion sobre algunos temas relacionados.

En 1995, Demmel y Edelman [11] calculan la (co)dimensién de las 6rbitas de haces
m X n (incluyendo el caso cuadrado m = n). Como consecuencia, obtienen la forma de
Kronecker genérica (entendiendo como tal aquella cuya codimensién es cero) para haces
rectangulares, que ya era conocida, aunque no del todo bien difundida, desde hacia mas
de una década (véase [82, 3.55]).

Finalmente, los articulos de Edelman, Elmroth y Kagstrom [21] y [22] recogen todo
el trabajo anteriormente descrito y lo unifican en una presentacién clarividente, cuya
primera parte, de cardcter eminentemente geométrico, esta muy en la linea del trabajo de
Arnold. Gran parte de su interés se centra en la aplicacion de esta teorfa geométrica a la
interpretacion de los resultados que ofrecen los algoritmos del calculo de la forma candnica
de Kronecker y a la mejora de los fallos debidos a la presencia de estructuras dominantes
préximas. En estos articulos se introduce y caracteriza la relacion de cubrimiento, es decir,
la que satisfacen dos estructuras entre las que no hay ninguna intermedia en el orden de los
cierres de las orbitas (y los fibrados). Esto permite dibujar el diagrama de Hasse completo
de dicha relacién de orden. Sin duda, estos trabajos han permitido la difusién entre la
comunidad matematica de todos los resultados que hemos mencionado y suponen una
referencia inevitable para todo aquel que quiera entender la geometria subyacente en el
problema del calculo de las formas candnicas que tratamos en esta tesis. Recomendamos,
ademas, su lectura a todos los interesados en ampliar esta breve introduccién histérica.

En los ultimos anos, varios profesores de la Universidad de Umea han desarrollado
un software que permite visualizar la jerarquia completa de la estratificacién de orbitas y
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fibrados tanto de matrices como de haces matriciales para una gran variedad de dimen-
siones no demasiado elevadas. Esta herramienta, denominada Stratigraph esta disponible
en la direccién que aparece en [70], donde también puede encontrarse una guia para su
utilizacién. Una informacién més completa acerca de ella se encuentra en [36].



Capitulo 8

Conclusiones, publicaciones y
problemas abiertos

A modo de resumen, incluimos en este Capitulo los resultados fundamentales que se
han presentado en esta memoria, organizados por Capitulos. Indicamos, asimismo, los
trabajos a que han dado lugar.

Capitulo 4: Hemos desarrollado, por vez primera, una teoria de perturbacion de
primer orden para autovalores de haces matriciales singulares cuadrados en términos
de la informacién espectral del haz de partida. Hemos demostrado que, genérica-
mente, en torno a un autovalor de un haz singular existe, como ocurre en el caso
regular, un nimero de desarrollos igual a la multiplicidad algebraica de dicho au-
tovalor, que se agrupan en “anillos”, uno por cada bloque de Jordan asociado al
autovalor en la FCK del haz no perturbado. El exponente del término de primer
orden en cada uno de estos anillos es igual a 1/n;, donde n; es el tamafio del bloque
de Jordan, y los coeficientes directores son las raices n;-ésimas de los autovalores de
un haz que depende de la perturbacién evaluada en el autovalor y de ciertos espa-
cios reductores del haz no perturbado asociados a dicho autovalor. También hemos
determinado el vector al que se aproximan, genéricamente, los desarrollos de los au-
tovectores asociados a los anteriores desarrollos de los autovalores. El contenido de
este capitulo es el trabajo “First order spectral perturbation theory of square singular
matriz pencils” (con F. M. Dopico y Julio Moro), que ha sido enviado en 2007 y se
encuentra en fase de revisién para su posible publicacién en Linear Algebra and its
Applications.

Capitulo 5: Hemos demostrado que una perturbacion genérica, By + AB;, de rango
bajo de un haz matricial regular produce la siguiente alteracién en la estructura
de Jordan asociada a un autovalor cualquiera, \g, del haz en su forma canodnica de
Weierstrass:

1) Destruye los p — p; bloques de mayor tamano,

2) convierte en bloques de tamafio 1x 1 los siguientes p; bloques de mayor tamano,
Yy
3) mantiene inalterados los restantes bloques,

donde pg = rg (By+ A\oB1) y p1 = rg (By). Demostramos, asimismo, que el conjunto
de perturbaciones para las que no se da dicho cambio es una subvariedad algebraica

161
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propia del conjunto de haces de rango p que esta definida por una ecuacién polinémi-
ca que involucra las entradas de la perturbacién. Estos resultados se incluyen en el
trabajo “Low rank perturbation of Weierstrass structure” (con F. M. Dopico y Julio
Moro), que ha sido enviado en 2005 y estd en fase de revisién para para su posible
publicaciéon en STAM Journal of Matrix Analysis and Applications.

Capitulo 6: Hemos descrito el cambio genérico que experimenta la forma candnica
de Kronecker de haces matriciales de rango no completo por perturbaciones de rango
bajo (p) que hacen que el haz perturbado no tenga rango completo. Dicho cambio
genérico puede resumirse en:

1) La estructura regular del haz perturbado es la suma directa de las estructuras
regulares del haz no perturbado y el haz perturbacion,

2) la perturbacién reduce en p el nimero de bloques singulares derechos, y los
tamanos de los nuevos bloques se obtienen a partir de los tamanos de los
bloques antiguos, del rango, p, y del orden singular derecho de la perturbacién,

3) la perturbacion reduce en p el nimero de bloques singulares izquierdos, y los
tamanos de los nuevos bloques se obtienen a partir de los tamanos de los bloques
antiguos, del rango, p, y del orden singular izquierdo de la perturbacion,

También describimos el cambio en la estructura de Kronecker para el caso limite
en que el rango de la perturbacion y el del haz de partida suman exactamente el
rango maximo admisible (la menor de las dimensiones del haz). La nueva forma de
Kronecker consta de:

1) La estructura regular del haz no perturbado,

2) una nueva estructura regular que se crea a partir de la estructura singular del
haz no perturbado,

3) n — m bloques singulares derechos (si m < m) o m — n bloques singulares
izquierdos (si n < m) cuyos tamanos se obtienen de igual forma que en el caso
anterior (es decir, aquel en que el haz perturbado no es de rango completo).

Por 1ltimo, damos condiciones necesarias sobre el conjunto de perturbaciones para
que dicho cambio se produzca. Los resultados que conciernen al caso en que el rango
del haz perturbado no es completo han dado lugar al articulo “Low rank perturbation
of Kronecker structures without full rank” (con F. M. Dopico), que ha sido publicado
en STAM Journal of Matrix Analysis and Applications, 29, no. 2 (2007), pp. 496-529.

Capitulo 7: Hemos demostrado que el conjunto de haces matriciales singulares
de rango menor o igual que r es una variedad que consiste en la unién de los
cierres topoldgicos de r + 1 orbitas que son irreducibles en la topologia de Zariski.
Hemos obtenido las formas de Kronecker candénicas correspondientes a estas orbitas
y su dimension. Estos resultados se encuentran en el trabajo “A note on generic
Kronecker orbits of matriz pencils with fized rank” (con F. M. Dopico), que ha sido
enviado en 2006 y esta en fase de revisién para su posible publicacion en SIAM
Journal of Matrix Analysis and Applications.

Comentamos, a continuacién, algunos de los problemas abiertos que pueden abordarse
de manera méas inmediata a partir de lo ya realizado:
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1. Extender la teoria de perturbaciones de rango bajo a polinomios matri-
ciales de grado superior. Una manera natural de abordar este problema para poli-
nomios regulares es hacerlo a través de alguna linealizaciéon adecuada que conserve
la estructura de Jordan del polinomio, como puede ser el primer haz companero. El
principal inconveniente que plantea este procedimiento es que las condiciones natu-
rales de rango bajo que hay que imponer al polinomio perturbador no se traducen
en las condiciones de rango bajo que se han utilizado en esta memoria para el caso
de haces matriciales cuando se trasladan al haz companero. Concretamente, una
condicién natural de rango bajo para el autovalor Ay en el polinomio perturbador
M) =By + ABy+... + \'Bj es

rg M(Xo) <y, (8.1)

donde ¢ es la multiplicidad geométrica de Ay en el polinomio no perturbado. En
cambio, al linealizar el problema mediante el primer haz companero obtenemos el
haz perturbador asociado

o ... ... 0 0

. . +)\ . ’
0o ... ... 0 0

BO Bl Bl,1 Bl

para el que la condicién de rango bajo habria de ser

rg [ By By ... Bl_1+/\0Bl ] <g. (82)

No obstante, se tiene la siguiente relacién
rg [ BO B1 N Bl_1 + /\OBZ ] 2 I‘gM()\o),
luego la condicién (8.2) implica la condicién (8.1).

2. Caracterizar todas las posibles formas de Kronecker que se pueden ob-
tener al perturbar un haz dado mediante perturbaciones de rango bajo.
Hemos citado a lo largo de esta memoria una serie de trabajos en los que se han
obtenido caracterizaciones de todas las posibles estructuras candnicas que pueden
alcanzarse al perturbar una matriz o un haz por diferentes tipos de perturbaciones:
perturbaciones de norma pequenia de matrices [49], o de haces [55]; perturbaciones
de una fila 0 una columna de norma pequena de matrices [5], perturbaciones de
rango 1 de matrices sobre un Dominio de Ideales Principales (lo que incluye tanto
el caso de matrices como el de haces con entradas complejas) en [76] o adicién de
una fila o columna en matrices sobre un Dominio de Ideales Principales [75] o en
haces matriciales [6]. En todos estos trabajos las caracterizaciones estan dadas por
unas condiciones de entrelazamiento o mayorizacién sobre algunas de las sucesiones
asociadas a las formas canénicas que han sido el objeto de esta memoria (las ca-
racteristicas de Segre o de Weyr y las sucesiones de indices minimales derechos e
izquierdos). Esto nos lleva a creer que este tipo de condiciones son también las que
caracterizan las formas canodnicas de Kronecker que pueden alcanzarse por pertur-
baciones de rango bajo de haces matriciales. De hecho, estas condiciones ya estan
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descritas en [76] para la parte regular (la caracteristica de Segre) cuando las per-
turbaciones son de rango 1. Resta, por tanto, caracterizar el cambio en la parte
singular o, en otras palabras, el cambio de los indices minimales y comprobar si
ambos comportamientos, al estudiarse por separado, permiten describir toda la es-
tructura del haz perturbado o si, por el contrario, pueden aparecer nuevos elementos
(como ocurre en lo que hemos llamado el “caso limite”). Un tdltimo paso consistiria
en generalizar los resultados de rango 1 a rango bajo arbitrario.

. Estudiar el cambio genérico de la forma canénica de Kronecker en per-

turbaciones de rango bajo de haces singulares de rango completo. El caso
en que los haces son cuadrados y el haz no perturbado tiene rango completo corres-
ponde al caso regular y ha sido estudiado en el Capitulo 5. El caso en que el haz
de partida, H()\), tiene rango completo pero es rectangular es un problema abier-
to. En este caso, la FCK de H(\) tiene unicamente un tipo de bloques singulares:
n — m bloques singulares derechos si m < n, y m — n bloques singulares izquierdos
si m > n. Genéricamente, lo mismo ocurre con el haz perturbado (H 4+ M)(\), pero
las dimensiones de los bloques singulares pueden variar. Este problema es de gran
importancia pues incluye los haces que aparecen con maés frecuencia en Teoria de
Control, es decir, los que corresponden a sistemas controlables. Una primera tarea
fundamental en este contexto es definir el significado preciso del concepto pertur-
bacion de rango bajo.

. Estudiar el cambio genérico de la forma candnica de Kronecker de haces

sin rango completo pero en las que el haz perturbado puede tener rango
completo tras una perturbacién de rango bajo. Un segundo problema rela-
cionado con el del punto anterior consiste en considerar un haz no perturbado, H(\),
sin rango completo, pero perturbaciones cuyo rango, p, no satisface la desigualdad
(6.1). Por ejemplo, si H(\) es un haz de tamano 100 x 200 con rg (H) = 98 y con
el rango de las perturbaciones igual a p = rg (M) = 3, entonces las perturbaciones
M () son, intuitivamente, perturbaciones de rango bajo de H(\). La solucién de
este tipo de problemas esté conectada de forma natural con los resultados que se han
presentado en el Capitulo 6 y con el problema propuesto en el punto anterior. En
nuestro ejemplo previo, la descomposicién derecha de M(\) dada en (6.3) nos per-
mite escribir M (A\) = M;(\) + My(A), donde rg (M) =2 y rg(Ms) = 1. Por tanto,
podemos descomponer el problema de perturbacién original, H+ M = H + M+ Mo,
en dos problemas de perturbacién de rango menor, H + My y (H + M;) + M,. El
primero de ellos es del tipo que hemos considerado en el Capitulo 6, y, en el segundo
de ellos, el haz no perturbado H + M tiene genéricamente rango completo.

Obtener condiciones necesarias y suficientes para que una matriz mosaico
Toeplitz tenga rango maximo. Como ya hemos mencionado en la Seccién 6.5.5,
el hecho de que las matrices mosaico Toeplitz que aparecen en la seccién 6.5.1 y
siguientes son, genéricamente, de rango completo no esta rigurosamente demostrado.
Este es, por lo tanto, y, hasta donde alcanza nuestro conocimiento, un problema
abierto que puede abordarse con caracter mas general desde el estudio de las matrices
mosaico Toeplitz arbitrarias.

. Extender a polinomios matriciales singulares (cuadrados) de grado ar-

bitrario los resultados de la teoria de primer orden de perturbaciones
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desarrollada en el Capitulo 4. El procedimiento de regularizar el problema sin-
gular que se ha seguido para obtener los desarrollos de autovalores en el caso de
perturbaciones de haces matriciales singulares continia siendo valido si los haces
se sustituyen por polinomios de grado arbitrario. Esto significa que existiran desar-
rollos asintoticos en torno a los autovalores de un polinomio singular. En cambio,
al intentar ofrecer una descripcién de los términos de primer orden de dichos de-
sarrollos similar a la que se ha dado para haces nos encontramos con el problema
de que los dos elementos esenciales que nos han permitido dar esa descripcién no
son facilmente generalizables a polinomios de grado superior. Por un lado, no existe
una forma canénica equivalente a la FCK para polinomios de grado superior, es
decir, no existe una forma canonica invariante por equivalencia estricta. Por otra
parte, el concepto de subespacio reductor no admite una generalizaciéon elemental.
Por ejemplo, una definicién inmediata de par de subespacios reductores podria ser
un par (X,Y) de modo que Y = AgX + ...+ A X y dim)Y = dim X — dim N'(L),
siendo L(A\) = Ay + M, + ... + M Ay, pero esta definicién enseguida se muestra
inapropiada. A titulo ilustrativo, considérese el siguiente ejemplo: sea el polinomio
singular de segundo grado:

) A2 A
L) = Ag+ M+ XA = | ) [ |-

Se tiene que dim N (L) = 1, pero es inmediato comprobar que no existe ningin par
de subespacios X', ), de manera que Y = AgX + A1 X+ A X ydim) =dim X —1.

Quizé este problema pueda abordarse utilizando una linealizacién adecuada (por
ejemplo, el primer haz companero) que permita definir la forma candénica de un
polinomio de grado superior a través de la forma de Kronecker de la linealizacion.
Otra opcion posible es usar la forma local de Smith, como se ha hecho en el Capitulo
4 siguiendo a Langer y Najman ?77. Para autovalores simples es de esperar que el
uso de los nicleos del polinomio evaluado en el autovalor sea suficiente.

. Extender los resultados de teoria de primer orden a perturbaciones no
genéricas de haces matriciales singulares como las que se utilizan en los
algoritmos que calculan las formas candnicas. Como ya hemos mencionado,
una perturbacién genérica de un haz singular cuadrado convierte este haz en un haz
regular. En cambio, para el desarrollo de algoritmos estables que permitan obtener
la informacion espectral de un haz, como la forma GUPTRI [14, 15] es importante
considerar perturbaciones que mantengan el haz singular. En este contexto, puede
ser de utilidad analizar si es factible desarrollar una teoria de primer orden de
perturbaciones no genéricas que se muevan dentro de la variedad concreta en la que
se quiere trabajar.
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